
حث العلمي م العالي و ال وزارة التعل
سي-2-جامعة البلیدة  على لون

ة و علوم التسییر ة و العلوم التجار ة العلوم الاقتصاد ل

ة السنة  عنوانالأولي جذعمطبوعة موجهة لطل مشترك 

د    محمد بوحجلة :   من إعداد

ة  2019/2020السنة الدراس



ات فهرس  المحتو



ات فهرس  المحتو

ة الاحتمالات 2...................................................الفصل الأول نظر
ة م أساس ة المجموعاتأولا مفاه 3.......................................عن نظر

3............................................................مفهوم المجموعة-أ 
5.............................................................ب أنواع المجموعات

ات على المجموعات- ج 7...................................................العمل
11.....................................................................تمارن مقترحة

ا  13............................................................التحلیل التوافقي- ثان
15......................................................................التبدیلة–أ 
ة  -ب 17...................................................................الترتی
قة - ج 18..................................................................: التوف

20.....................................................................تمارن مقترحة
ة و الحدث ثالثا  22.............................)مصطلحات الفراغ الاحتمالي ( التجر

ة التجرة –أ  22..............................................................العشوائ
22................................................................مفهوم التجرة-1
ة فراغ -2 22.........................................)فضاء العینة ( الحوادث الأول
23.............................................................الحدث و أنواعه-3
25.....................................................طرق حساب الاحتمالات –ب 

25.............................................................تعرف الاحتمال-1
26.................................................خواص و قوانین الاحتمالات-2
29...........................................................الاحتمال الشرطي-3
31............................................................الحوادث المستقلة-4
34..............................................................الاحتمال الكلي-5



ایز-6 37...................................................................دستور 
ة  ح 38......................................................................أمثلة توض
42........................................................................تمارن مقترحة

ة 45..................................................الفصل الثاني  المتغیرات العشوائ
ةتعرف  46...............................................................المتغیرة العشوائ

ة ة المنقطعة و ممیزاتها العدد 47....................................أولا المتغیرة العشوائ
48.......................................)دالة الاحتمال ( قانون التوزع الاحتمالي -أ

اني للمتغیر العشوائي المنقطع-ب 50.........................................التمثیل الب
ة ( دالة التوزع الاحتمالي - ت ع ع التوزع أو الدالة التجم 51......................)تا
ة للمتغیر العشوائي المنقطع-ث 54.......................................الممیزات العدد

57.........................................................................تمارن محلولة
ة ة المستمرة و ممیزاتها العدد ا المتغیرة العشوائ 64....................................ثان

ة-أ 64...........................................................دالة الكثافة الاحتمال
F(x)...............................................................66دالة التوزع -ب
ة للمتغیر العشوائي المستمر-ت 69......................................الممیزات العدد

71........................................................................تمارن محلولة 
84....................................................................تمارن مقترحة للحل

ة المنقطعة والمستمرة عات الاحتمال 87.........................الفصل الثالث  قوانین التوز
ة  المتغیرة العشوائ ة الخاصة  عات الاحتمال 88...................المنقطعةأولا قوانین التوز

88..................................................................توزع برنولي–أ 
91............................................)توزع ذو حدین ( التوزع الثنائي –ب 
↝توزع بواسون  - ج ( )...................................................94

↝د  التوزع  الهندسي    ( )................................................96
↝التوزع فوق الهندسي   –ق  ( , − )............................98



100.............................................................ك التوزع المنتظم  
ة المستمرة المتغیرات العشوائ ة الخاصة  عات الاحتمال ا  قوانین التوز 103............ثان

↝التوزع المنتظم  –أ  ( , )...........................................103
↝: الآسي ) القانون ( التوزع -ب ( )................................107
عي -ت ↝: التوزع الطب ( , )........................................109
ار-د عي المع ↝: التوزع الطب (0 , 1)...............................113
ي مرع- ك 118...............................................↝توزع 
122....................................................↝توزع ستودنت -د

شر -  Xتوزع ف ↝ ( )...............................................125
129.......................................................................تمارن محلولة

144......................................................................تمارن مقترحة 
150.......................................................................قائمة المراجع 
153......................................................................قائمة الملاح



﷽

ةابرزالحدیثالعلميلتطورإن ا ةالأسالیباستخدامأهم عفيالإحصائ المعرفة   فروعجم
ةالظواهرلدراسة ادلةالعلاقات  وتحلیلالعلم ماالمت أنموضوعي،ذلكأساسعلىبینهاف

ةالدراساتإجراءفيالأساسحجرهوالإحصائيأسالیب التحلیل ق نالتطب احثینالتي تم ال
ةنتائجالوصول إلىمنوالدارسین قةموضوع .ودق

ةالموجهةالمحاضراتهذهجاءتو قد تخصصد في السداسي الثاني ملالأوليالسنة لطل
م العالي وعلوممسار حث العلميالتسییر حسب ما هو مقرر علیهم من طرف وزارة التعل ال
علىالطالبمساعدةإلىالأساسفيتهدفحیثللمقررالموضوعالمنهاجضمنتقعوالتي

م ةالأسالیبعضفي استخدامأكثرالتح اناتتحلیلفيالمؤشراتوالإحصائ الخاصةالب
م هذه المطبوعة تمحیث، الدراسةمحلالظواهر ةفصول ثلاثةإلىتقس .أساس
ة نظرة الاحتمالاتالأول تضمنالفصل  م أساس عن نظرة المجموعات حیث شمل على مفاه

)مصطلحات الفراغ الاحتمالي ( و الحدث و التجرةالتحلیل التوافقيو
ةالمتغیرات فهو متعلالفصل الثاني أما  ة المتغیرةحیث تم التطرق إلى العشوائ العشوائ

ة ةو المنقطعة و ممیزاتها العدد ة المستمرة و ممیزاتها العدد ا المتغیرة العشوائ
ة المنقطعة والمستمرةالثالث فهو متعلالفصل أما  حیث تم التطرق قوانین التوزعات الاحتمال
ة الإلى أولا  ة المنقطعةقوانین التوزعات الاحتمال المتغیرة العشوائ إلى اتم التطرق ثانخاصة 

ة المستمرة المتغیرات العشوائ ة الخاصة  قوانین التوزعات الاحتمال
مجموعة من ل فصل  ع  الإضافة إلى تمارن  و قد ات مقترحة الأمثلة و التمارن المحلولة 

ة ة علیها من طرف الطل ةوفي، للإجا ةالجداولوضعتمالمطبوعةنها الضرورةالإحصائ
ةفصول المطبوعوالمتعلقة

أجرنا علیها حات و الاقتراحات و نرجو من الله أن ینفع بها و أن  ل التصح ونرحب 
الملاحظات لإثراء هذا العمل أكثر 
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ة :الأولالفصل  الاحتمالاتنظر

:تمهید

م  عض المفاه ةعالج هذا الفصل  مدخلفي نظرة المجموعات و التي تعتبر ضرورة الأساس
عض القوانین الخاصة )1(لنظرة الاحتمالات  التعرف في هذا الفصل على  حیث من الضرور

ل واسع في حساب الاحتمالات  ش المجموعات و التي یتم استخدامها 

ة  م أساس ة المجموعاتأولا مفاه :عن نظر

مفهوم المجموعات في الإنسانستخدم: مفهوم المجموعة-أ اتهالعاد بیر  ح ل  ش ة  الیوم
قصد ذلك المفهوم الراضي مثل  ان لا  ارات أنوان  ة أوستعمله مجموعة الس مجموعة الطل

ون من عدة وحدات او عناصر ....مجموعة الكتب أو الخ ، فهو یتكلم على شئ م

ف المجموعة –1 :تعر

ف  اءهي اجتماع لعدد من : الأولالتعر اینة و المشتالأش عض قي صفة المت عضها ال ة مع  ر
ننا من خلال تلك الصفة م حیث  إليانتماء عنصر ما تحدیدالصفاتاوواحة او عدة صفات 

) 2(عدم انتمائه أوتلك المجموعة 

ف الثاني اءتجمع من  أوقائمة أتسمى :التعر تكون القائمة معرفة تعرفا جیدا أنشر( الأش
اءمجموعة ، وتسمى )  ونة لهذه المجموعة عناصرها الأش )3(الم

الحروف الكبیرة مثل  رمز للمجموعة عادة  Aو , B , CأوΩ حروف ونة لها  و لعناصرها الم
a , bصغیرة  , c ،x تب ل  Aعنصرا من المجموعة xان إذا: ون AXالش  و تقرأ

X  ینتمي إليAأوAX  وتقرأX  لا ینتمي إليA

شتز -1 مور ل ة –سلسلة ملخصات شوم -الاحتمالات –س ة للاستثمارت الثقاف عة –الدار الدول 1القاهرة مصر ص -2000–4الط
رجال -2 ة –نظرة الاحتمالات –السعد عة - 2008-دیوان المطبوعات الجامع 2ص -1ج –الجزائر –3الط
شتز -3 مور ل 1ص –مرجع ساب-الاحتمالات–س
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ة -2 تا عدة طرق و نحن سنقتصر على طرقتین :المجموعةطرق  ة وتعین المجموعات  تا یتم 
)1(هما 

قة القائمة تابتها بین معترضتین ، وهذه : طر ع عناصر المجموعة  و ر جم تم فیها ذ و
الطرقة تخص عادة المجموعات القابلة للعد 

ة الأقل أو تساوAلتكن المجموعة : مثال  ارة عن مجموعة الأعداد الفرد 10هي ع
 9,7,5,3,1A

 ة : طرقة القاعدة ر الخاص التي تمیز عناصر المجموعة ) او الخواص ( و تعتمد  على ذ

=:مثال  / , فرد ,عدد ≤ هي المجموعة التي Aو تقرأ المجموعة  15
على العناصر  ساوXحیث  Xتحتو واقل أو  10عدد فرد

استخدام مخط: تمثیل المجموعة- 3 ا  ان اعتماد  ) فناو( ن فولر أتمثل المجموعة ب  ،
الدائرة  ة مختلفة  ال هندس مغلأوالمستطیل أوأش ة )2(بخ ال التال ، حسب الأش

 6,5,4,3,1A

6ص –مرجع ساب-نظرة الاحتمالات–رجال السعد-1
رجال -2 5ص –مرجع ساب-نظرة الاحتمالات–السعد

A
1     3      4

5          6

A 1     3      4

5          6

A 1     3      4

5          6

A
1     3      4

5          6
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ة : ب أنواع المجموعات )1(ونجد الأنواع التال

ة-1 ة أنهاAنقول عن المجموعة : المجموعة المنته ة (انت فارغة إذامنته أو) خال
على عدد محدود من العناصر  سمي أصلي nوهذا العدد ) عنصر nبها أ( تحتو

تب   card A= nالمجموعة  ون

ان إذا: مثال  9,8,7,6,5,4,3,1A فانcard A= 8

card B= 0فان Bان إذاو 

ة -2 ة أنهاAنقول عن المجموعة : المجموعة غیر منته احتوت على عدد غیر  إذاغیر منته
عض مثنى مثنى  عضها ال منتهى من العناصر المختلفة عن 

ة : مثال  ع ℕمجموعة الأعداد الطب = {0,1,2,3, ……∞}
ة  ق ℜمجموعة الأعداد الحق = {−∞,… . . ,0,…… ,+∞}

حة  =مجموعة الأعداد الصح {−∞,…− 2,−1, 0 ,1 , 2 , …… ,+∞}
ة المجموعة -3 ة من المجموعة أنهاAنقول عن المجموعة :الجزئ ان Bمجموعة جزئ اذا 

محتواة في A، في هذه الحالة نقول ان المجموعة  Bالمجموعة إليینتمي Aل عنصر من 
تب        Bالمجموعة   )، ون ⟹ ) ⟺ ( ⊂ )

فن   وتمثیلها حسب مخط

تب Aغیر محتواة في Bونقول أن  )ون ⊄ )
)نفسها،ل مجموعة محتواة في : ملاحظة ⊂ )

ان لدینا  )وإذا  ⊂ ⋏ ⊂ ⟹ ⊂ )
بتصرف9-7صص –نفس المرجع -1

B
A
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مجموعتین-4 تین أنهماBوAنقول عن المجموعتین : تساو ان لهما نفس إذامتساو
تب  ⊃و ⊃أن المجموعة  أالعناصر  ⊃A)ون ⋏ ⊂ ⟺ = )

xهي حلول المعادلة  Aان لدینا المجموعة إذا: مثال = =و المجموعة  4 {−2, 2} ،
تین  فهل هما متساو

xلدینا حلول المعادلة  = =هي 4 =أو  2 =ا2− {−2, 2}
⊃A)ومنه   ⋏ ⊂ ⟺ = )

ة-5 ة نسمي المجموعة Ωانت المجموعة إذا: المجموعة الكل ل المجموعات الجزئ Ωتحتو

ة أو الفضاء     المجموعة الكل

ة-6 على : المجموعة الخال الرمز أهي المجموعة التي لا تحتو ، وهي ϕعنصر و نرمز لها 
مجموعة  )محتواة في ا ⊂ )و ( ⊂ Ω)

المجموعات المؤلفة من إنمجموعة ما ، Eلتكن : تجزئة المجموعةأوالمجموعة أجزاءمجموعة -7
ة  ل  الرمز Eتسمي تجزئة المجموعة  Eل المجموعات الجزئ تب P(E)و یرمز لها  ،   ون ( ) = { /{ } ⊂ ارة عن مجموعات  { ارة عن المجموعة التي عناصرها ع .، وهي ع

ة و لتحدید عدد هذه المجموعات  ونة لتجزئة هذه المجموعة نستخدم العلاقة التال ة الم 2الجزئ
)عدد عناصر المجموعة  أnحیث  ) = 2

انت  : مثال  =إذا  {0 ,2 , )فان {3 ) = 2 = 8( ) = {0} , {2} , {3} , {0 ,2 } , {0 ,3 } , {2 ,3 } , {0 , 2 ,3 } ,

Ω
A

B

C
D
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)أنونلاح ⊂ ( )و  (( ⊂ ( ))
ات على المجموعات-ج ة : العمل ات التال )1(ونجد العمل

ارتینمجموعتین Bو  Aنفرض ان : الاتحاد-1 عرف اتحاد  اخت  ،A وB رمز له و
)الرمز   ∪ لاهما معا، BأوAالتي تنتمي الي  انه مجموعة العناصر ( أو 
تب   ∪ون = : ∈ او x ∈

:خواص الاتحاد

⊂ ∪ ; ⊂ ∪
A ∪ A = A
A ∪ ∅ = A
⊂ Ω و ⊂ Ω  فان∪ Ω = Ω و ∪ Ω = Ω
∪ B = B ∪ Aة الاتحاد تبدیلي عمل
∪ ( ∪ ) = ( ∪ ) ع ∪ ة التجم خاص
الرمز  Bو Aعرف تقاطع :التقاطع-2 رمز له  )و ∩ ة او ( انه مجموعة العناصر المشتر

ل من  تب BوAهي مجموعة العناصر التي تنتمي الي  في نفس الوقت ، ون ∩ = / ∈ و ∈
غل -1 سب ا  انترناشیونال –ملخصات شوم –و الاحتمالات الإحصاء-مور م 12ص -2001–بیروت لبنان –اكاد
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: خواص التقاطع

 ان لدینا )اذا  ∩ ) = ، لا توجد ) منفصلتین ( مجموعتین متنافیتین BوAنقول ان ∅
ة  عناصر مشتر

 ان لدینا )اذا  ∩ ) ≠ توجد عناصر BوAنقول ان ∅ مجموعتین غیر  متنافیتین ، أ
ة  مشتر

∩ ⊂ ; ∩ ⊂
A ∩ A = A
A ∩ ∅ = ϕ
⊂ Ω و ⊂ Ω  فان∩ Ω = A و ∩ Ω = B
∩ B = B ∩ Aة التقاطع تبدیلي عمل
∩ ( ∩ ) = ( ∩ ) ع∩ ة التجم خاص

: ملاحظة 

  ة للاتحاد النس ة  ة التقاطع توزع ∩عمل ( ∪ ) = ( ∩ ) ∪ ( ∩ )
  ة للاتحاد النس ة  ة الاتحاد توزع ∪عمل ( ∩ ) = ( ∪ ) ∩ ( ∪ )
في حالة التقاطع بین المجموعتین Bولا تنتمي إلي Aتسمي مجموعة العناصر التي تنتمي الي : الفرق -3

AوB بفرقAوB الرمز رمز لها   هي العناصر أ، A/ Bأو ) Bناقص Aأ( A-Bو
−Bالمجموعة إليو لا تنتميAالمجموعة إليالتي تنتمي  = { / ∈ ⋏ ∉ }
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أن    ل نلاح −من الش ≠ −
ان : مثال =إذا  {1 ,2 , 3 , =و {4 { 3 , 4 ,5 , 6}
−فان  = {5 −و  {6, = {1 2}

ة Aان لدینا المجموعة إذا: المتمم -4 ة من المجموعة الكل ة Aفان متمم Ωمجموعة جزئ Ωإليالنس

الرمز Aإليو لا تنتمي Ωإليهي مجموعة العناصر التي تنتمي  ، الرمز أوAو یرمز له 
تب   ̅ون = {x/x ∈ Ω ⋏ x ∉ ⊂ Ω}   ان Aا = Ω −

:خواصه

∪ ̅ = Ω
∩ ̅ =
Ω =
= Ω
A =
A − B = A ∩ B
= ( ∩ ) ∪ ( ∩ )
= ( ∩ ̅) ∪ ( ∩ )
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  مرجان ة د ∪: خاص = ̅ ∩∩ = ̅ ∪
ة  :مثال  Ωلتكن لدینا المجموعات التال = {2 , 3 ,4 , 5 ,6 , 7 =و {8, {2 , 3 , 4} = { 4 , 5 ة) المجموعات ( ، فاوجد  الحوادث {6, ، ∪التال ∩ ،− ،− ، ، ،∩ ،∪
∪: الحل  = { , , , , }  ،∩ = { }− = { , }  ، − = { , }= − = { 5 ,6 , 7 ,8}  ، = − = { , , , }∩ = ̅ ∪ = {2 ,3 ,5 ,6 ,7 , 8}∪ = ̅ ∩ = {7 , 8}
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A B

Ω

ن مقترحة تمار

ن  ة ونعرف الحدثین Ωلدینا فضاء العینة : الأولالتمر بتجرة عشوائ :Bو Aمتعل
ة ل المقابل الحوادث التال وضح في الش

BA،BA ،BA ،BA  ‘−
ن الثاني ة في هذه التجرة ؟:التمر ة ، عرف التجرة العشوائ ألقیت قطعة نقود ثلاث مرات متتال

 ة وما هو عدد عناصره ؟) فضاء العینة( اوجد فراغ الحوادث الأول
ة إذا عرفنا الحوادث التال
A       ظهور  الصورة مرة واحدة على الأقل
B ظهور صورتین و رقم
C ظهور رقمین على الأكثر
D ات الثلاث ظهور الرقم في الرم
ة ؟ ة و غیر متناف فحدد الحوادث المتناف

ن الثالث ة :التمر 6 .4 .2 }=: لتكن لدینا المجموعات التال .8 .10 .12 .14 .16 .18 .20 }Ω
C={2. 6. 10}    ،B= {4.6 .8 .12 .14 .16}   ،A= {2. 6 .10 .14 .18   }

ة -  ∩، ،   ،   ∪:    اوجد الحوادث التال   ، −  ، −  ، ∩  ، ∩  ، ∪  ، ∩
ع ن الرا ة :التمر : نقوم برمي حجر النرد مرة واحدة ، ونعرف الحوادث التال

Aالحصول على عدد زوجي
B  5الحصول على عدد اقل تماما من
Dالحصول على عدد فرد
 اوجد ما یلي :∪   ،   ، ، ،∩  ،− ،− ،∩ ̅ ∪ B = ∩̅ ∩ B = ∪
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ن الخامس ن لدینا فضاء العینة :التمر A، ولنعرف الحوادث ) Ω(ل ; ،B ،C منΩ عبر عن
ة :الحوادث التال

فقAحدوث -1
وقوع حادث  على الأقل-2
حادث -3 قع أ لا 
على الأكثر         Aحدوث -4
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ا  : التحلیل التوافقي- ثان

م  ةمن بین المفاه عد المجموعات نجد التحلیل التوافقي الأساس الاحتمالات  التي لها علاقة وطیدة 
طرق العد ، فهو یهدف أو عرف  نة لتجرة معینة  إليما  ة المم فضاء (تحدید عدد النتائج الكل

ون ذالك إليو عدد عناصر الحادثة دون الحاجة ) العینة  ة للتجرة ، و ل النتائج الكل ة  تا
اشرة خاصة في   بیرة  ومن المستحیل  و الصعب عدها م أوحالة التجارب التي تكون نتائجها 

ة  ع معرفة عدد النتائج الكل )1(تابتها ، فبواسطة طرق العدد نستط

I.قاعدة الجمع :

ة Bو Aان لدینا عملیتین متنافیتین إذا عدد من الطرق قدره Aحیث ان العمل ة nتتم  و العمل
B عدد من الطرق قدره )n+m(هو Bأو Aفان عدد الطرق لإتمام العملیتین mتتم 

بجامعة الجزائر او جامعة البلیدة  : مثال  الورا یرد ان یلتح حصل على شهادة ال طالب جزائر
ان مقبولا في جامعة الجزائر في  ات و في جامعة البلیدة في 4و ات ، فان عدد الطرق 5ل ل

ات معا هي   الكل ة  لقبول هذا الطالب في إحد 9= 4+5الكل

II.قاعدة الضرب:

ة ما تشمل على عدة مراحل عددها إذا ان لكل مرحلة عدد من Kان لدینا تجرة عشوائ مرحلة و
نة لها مثلا المرحلة  ة لها n1لها الأوليالنتائج المم نة و المرحلة الثان نة و n2نتیجة مم نتیجة مم

ساو نة لهذه التجرة  ذا  ، فان العدد الكلي للنتائج المم ه

N= n1 . n2 .n3 . ……… .nK

ة :1مثال نة في ترتیب حرف المجموعة التال Ωما هي عدد الطرق المم = { , , }
استعمال الشجرة نجد 

مان حسین حنوش  -1 اسین طعمة و ا ة –دار صفاء للنشر و التوزع -الاستدلالي  الإحصاء-حسن  عة الثان عمان -2015الط
بتصرف-13ص –الأردن
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N=  3 .  2  . 1  = 6: عدد الطرق هي

ستعمل أننلاح ل عنصر  ة مرةالترتیب مهم و  ل عمل واحدة في 

الجنس : 2مثال  ر ( نود تصنیف مجتمع ما وف ة  ) F، أنثي  Mذ ، Aمتزوج ( و الحالة العائل
ون ) D، أرملC، مطلBأعزب  8n1فعدد الأصناف المختلفة  *   n2 =  2*4 =

ون  الشجرة  فبتالي مخط

Ω={ A, B , C}
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N=  3 .  2  . 1  = 6: عدد الطرق هي

ستعمل أننلاح ل عنصر  ة مرةالترتیب مهم و  ل عمل واحدة في 

الجنس : 2مثال  ر ( نود تصنیف مجتمع ما وف ة  ) F، أنثي  Mذ ، Aمتزوج ( و الحالة العائل
ون ) D، أرملC، مطلBأعزب  8n1فعدد الأصناف المختلفة  *   n2 =  2*4 =

ون  الشجرة  فبتالي مخط

Ω={ A, B , C}

A
B C

C B

B
A C

C A

C
A B

B A

مخطط الشجرة

M

A

B

C

D

F

A

B

C

D
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N=  3 .  2  . 1  = 6: عدد الطرق هي

ستعمل أننلاح ل عنصر  ة مرةالترتیب مهم و  ل عمل واحدة في 

الجنس : 2مثال  ر ( نود تصنیف مجتمع ما وف ة  ) F، أنثي  Mذ ، Aمتزوج ( و الحالة العائل
ون ) D، أرملC، مطلBأعزب  8n1فعدد الأصناف المختلفة  *   n2 =  2*4 =

ون  الشجرة  فبتالي مخط

ABC

ACB

BAC

BCA

CAB

CBA

MA

MB

MC

MD

FA

FB

FC

FD
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ح موجب ، أعرف مضروب :ملاحظة  في 2في الرقم 1حاصل ضرب الرقم أنهعدد صح
الرمز n)1(نفسهالعدد إلينصل حتى3الرقم  رمز له  n، و قرأ ! عاملي n، و 

تب       !و ن = . ( − 1). ( − 2). ( − 3) . … … … 3 .2 .1
!0: خواص = !1و  1 = 1
!5:مثال  = 5 ∗ 4 ∗ 3 ∗ 2 ∗ 1 = 1204! = 4 ∗ 3 ∗ 2 ∗ 1 = 243! = 3 ∗ 2 ∗ 1 = 6

) : التبدیل ( التبدیلة -أ

ونة من عناصر عددها  عض ، فنسمي nلتكن  لدینا مجموعة ما م عضها ال لها مختلفة عن  و
شرأنهوضع هذه العناصر و ترتیبها في وضع معین  ع أنتبدیلة لهذه العناصر   تؤخذ جم

ار عند الترتیب  عین  الاعت الرمز ) 2(العناصر  Pو یرمز لها 

لا جدیدا  عطینا تبد ل المجموعة لكي  بتغیر ترتیب عناصر  أ

ة : مثال ل عناصر المجموعة التال نة لترتیب  Ωما هي عدد الحالات المم = { , , ، ا{
ن الحصول علیها  م لات التي  عدد التبد

(ABC)  , (ACB) , ( BAC) , (BCA) , (CAB) , (CBA)

ان  لنالتبدیلة  و الترتیب مهم في نلاح ستعمل مرة ستعمل عناصر  ل عنصر  المجموعة  و 
لات ل  ل عام عدد التبد ش ة nواحدة ، و العلاقة التال =عنصر تعطي  ! = . ( − 1). ( − 2). ( − 3) . … … … 3 .2 .1

مان حسین حنوش  -1 اسین طعمة و ا قي -حسن  عة الاولي –دار صفاء للنشر و التوزع -اسالیب الاحصاء التطب عمان -2009الط
19ص –الاردن 

شتز -2 مور ل 23ص –سلسلة ملخصات شوم -الاحتمالات –س
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ة  ولدینا الحالات التال

عدم وجود تكرار للعناصر في المجموعة  و تعطي أ: حالة التبدیلة بدون تكرار العناصر-1
ة    =العلاقة التال !

م ،10ما هي عدد الطرق لترتیب : مثال  مستق ل خ =أطفال في ش 10! = 3628800
یلها من أرعة أعلام   ن تش م ض و اصفر ألوانهاما هي عدد الإشارات التي  ، اخضر واحمر و اب

 ،= 4! = 24
ه في أننلاحإذا الترتیب مهم  و العناصر لا تتكرر في المجموعة  و التكرار غیر مسموح 

لات  ن التبد ة تكو عمل

)عض عناصر المجموعة تتكرر : ( حالة التبدیلة مع وجود تكرارات في العناصر-2

اءان لدینا مجموعة إذاأ عض العناصر تتكرر nعددها عناصرها  أش هي من نفس أحیث 
و نرد ترتیبها ) الخ ...من النوع الثالث ، n3من النوع الثاني ، n2من النوع الأول  ، n1(النوع 

ة  العلاقة التال .…فتعطي  = !!∗ !∗ !∗…..∗ !
ع : مثال  نها من جم ن تكو م لات المختلفة التي  RECHERCHEلمة أحرفما هو عدد التبد

ما یلي 9، لدینا عدد الحروف  ، حیث موزعة 

R=2 , E = 3 ,  C= 2 ,  H = 2

لات هو  إذا Pعدد التبد . . . = !! ∗ !∗ ! ∗ ! = 7560
ة-3 : حالة التبدیلة الدائر
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عض  انالأفي  ة دائرة مثل أونلجأ إلي تبدیل ح اء في وضع ترتیب عناصر مجموعة  من الأش
ة )1(طاولة  العلاقة التال نة لذلك تعطي  =، فان عدد الطرق المم ( − 1)! = ( − 1). ( − 2). ( − 3) . … … … 3 .2 .1

ة له  النس ة العناصر حوله و  ق أننا نقوم بتثبیت العنصر الأول ثم نرتب  أ

ن ل : مثال  م ة العشاء 5م طرقة  =إخوة ان یجلسوا حول طاولة مستدیرة لتناول وج ( 5 − 1)! = 4! = 24
هإذاحالة -4 و نستخدم هذه في حالة السحب مع الإرجاع مثلا و : ان التكرار مسموحا 

ة     العلاقة التال Pتعطي  = ( )
ه : مثال س  رات من  ار ثلاث  ن اخت م رات م طرقة  حیث یتم مختلفة ألون ذات ثلاث 

ة  ة قبل سحب الثان تم إعادة سحب الكرة المسحو Pالسحب علي التوالي و = (3) = 3 ∗ 3 ∗ 3 = 27
ة  - ب : الترتی

ة مؤلفة من  ة ( عنصرا مأخوذة kلنفرض انه یراد سحب مجموعة جزئ ة ) مسحو ل من مجموعة 
ة  و رمزه  ،k< nعنصرا  حیث nعدد عناصرها  ون Αنسمي هذا الترتیب ب الترتی و 

الترتیب في هذه الحالة مهم  ، ولدینا حالتین 

ة  بدون إرجاع - 1 ة مرة : الترتی سحب العنصر من المجموعة الكل إن السحب بدون إرجاع أ
عطي  ة  ة ثم نرتب عناصر هذه المجموعة الجزئ للحصول على المجموعة الجزئ واحدة فق

ة             Αالعلاقة التال = !( )!
ار  :مثال  ن اخت م ة الأحرفمن بین أحرف3م طرقة  Ωالتال = { , , و {

ترتیبها  

قي أشقرمحمد یوسف - -1 ات–وو  عبد الالطیف یوسف الصد ة –و الاحتمالات الإحصاءأساس عة  –دار الراتب الجامع الط
81ص –بیروت الأولي
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Αلدینا   = !( )! = !! = 5 ∗ 4 ∗ 3 ∗= 60
ح لدینا n=kان إذا: ملاحظة  Αص = !( )! = !! = n! ) حالة تبدیلة(

الإرجاع - 2 ة  ه فان ترتیبوإذافي حالة  وجود تكرار  ، : الترتی kان التكرار مسموحا 
=عنصرا هيnمن ) مع الإرجاع ( عنصرا  المأخوذة  (n)

ةو ذلك مع   ان ة إم الرمز kتكرار العنصر نفسه عدة مرات  الي غا مرة و یرمز لها 

ون من : 1مثال  ان رقم الهاتف م ة اذا  ة الهاتف نها للش ن تكو م 6ما هو عدد الأرقام التي 
أرقام  

ون Ω={ 0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 , 9 }لدینا        ل رقم الهاتف  ، ش

000000  ،000001 ،000002 ،....

=إذا 10 = 1000000
نها ب :2مثال  ن تكو م الأحرففي حالة السماح بتكرار أحرف4ما هو عدد الكلمات التي 

ة  Ωمن الأحرف التال = { , , , , , , } ،= 6 = 1296
قة -ج : التوف

ار  ن بها اخت م نة التي  ارة عن عدد الطرق المم قة هي ع عنصر  nعنصر من بین kالتوف
أن الأخذدون أودون مراعاة  ار ترتیب العناصر ، أ الترتیب غیر مهمعین الاعت

الرمز   ة   ∁و نرمز لها  العلاقة التال ∁و تعطي  = !!( )!
و هذا في حالة عدم وجود تكرارات 

نها ب :1مثال ن تكو م أشخاص 8أشخاص مأخوذة من بین 4م لجنة 

الترتیب غیر مهم  أننلاح
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∁ = ∁ = !!( )! = !!∗ ! = 70
نها ب : 2مثال  ن تكو م مع أحرف 5بینمن مأخوذةحروف 3ما هو عدد الكلمات التي 

∁عدم السماح بتكرار الحروف  = !!( )! = 10
قة أوتكرار العنصر بإعادةفي حالة السماح : ملاحظة  ون السحب مع  الإرجاع  فان التوف

ة   العلاقة التال )∁تعطي في هذه الحالة  )= ( )!!( )!
ون فیها أوما هو عدد العینات :مثال  ة  و التي  نها من ثلاثة طل ن تكو م المجموعات التي 

علي الإعادةالسحب مع  ة 6من مجموعة تحتو ∁طل = ( )!!( )! = !!∗ ! = 56
: خواص 

∁ = 1
∁ = 1
∁ = ∁ =
∁ = ∁
∁ = ∁ + ∁
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ن  مقترحةتمار
ن الأول : التمر

ة ل من الكلمات التال ع حروف  نها من جم ن تكو م ,Statistique: أوجد عدد الكلمات التي 
Finance, Comptabilité

 - ان منها 11ما هو عدد الطرق لترتیب تب 3تب للإحصاء ، و 5تاب على رف اذا 
ات ، و  ة3للراض للمحاس

ار عملتین من بین ست عملات ن اخت م م طرقة 
 ار 10أسئلة من بین 6لاخت
 - ة تتكون من عثة علم ار  ن اخت م ارهم من بین 3م طرقة  7رجال و سیدتین یتم اخت

نساء 5رجال و 
 ار ارهم من بین 11ما هي عدد الطرق لاخت رة القدم یتم اخت لاعب 25لاعب لفر

ن الثاني ة07لدینا : التمر ن لهم الجلوس في الحالات التال م م طرقة  ة،  في خ- 1:طل
ه  م  ه - 2مقاعد، 07مستق م  مستق مقاعد،07حول طاولة مستدیرة بها -3مقاعد، 5في خ

ن ا عضوا، وحتى یجتمع هذا المجلس لا بد من 15یتألف المجلس العلمي للجامعة من :لثالثالتمر
الغ عشرة أعضاء ن تأمین الحد - 1.توفر الحد الأدنى من النصاب القانوني، وال م م طرقة 

ه القانوني،  ن تأمین النصاب القانوني- 2الأدنى لنصا م .م طرقة 

ع ن الرا یل :التمر ونة من یراد تش ة م ارهم من 3لجنة طب اء منهم 6أعضاء یتم اخت أط
ان و ات4أخصائ طبی

 ة یلها في الحالات التال ن تش م :ما هو عدد اللجان التي 
ار الأعضاء ؟ حول اخت شر ن هناك أ إذا لم 
؟ ا واحد فق ا أخصائ یجب أن تضم اللجنة طبی
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 ة ون هناك على الأكثر طبی واحدة في اللجنة ؟یجب أن 
ة واحدة ؟ ا واحد وطبی ا أخصائ یجب أن تضم اللجنة طبی

ن الخامس نه ب:التمر ن تكو م ة   3م عدد  في حالة } 6،7، 2،3، 1{أرقام من الأرقام التال
عدم التكرار؟

 الرقم 2م عدد منها یبدأ 
 م عدد منها زوجي
م عدد منها فرد
 200من م عدد منها اكبر
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ة و الحدث -ثالثا   )مصطلحات الفراغ الاحتمالي ( التجر

ة–أ ة العشوائ : التجر

ة -1 م  في نظرة الاحتمالات و هي تقوم علي أهمتعد التجرة  من :مفهوم التجر أساسالمفاه
ة لظاهرة ما تحت شروالتأكد عض الظروف المشتر وصول  ة أومن تحق ع أوظروف طب

ة تؤد ل عمل اس ظاهرة ما أوملاحظة إليمن صنع الإنسان ، فلتجرة هي  ق

ولدینا نوعان من التجارب 

ة ة النظام ة العلم ن ان نتوقع او نحدد نتائجها سلفا علي : التجر م ل تجرة  و هي 
الظاهرة و الأساس طة  المرت ة المعروفة انطلاقا من جملة من الشرو متوفرة القوانین العلم
)1(التجرةأثناء

، في ظروف 0م100مثل تجرة تحول الماء الي بخار اذا سخن على النار الي درجة حرارة 
العاد الجو ة أو، الضغ فعل الجاذب رة نحو الأعلى فإنها سوف تسق تجرة رمي 

ة ة العشوائ ن تكرارها : التجر م ل تجرة  هي قابلة للتكرار و تكون نتائجها غیر أوهي 
ة رغم انطلاقنا من نفس جملة شرو محددة سلفا  لكونها تعتمد على الصدفة و العشوائ

ن أو، ) 2(التجرة  م نة لها  ولكن  لا  ة المم ل النتائج الكل ن تحدید  م ل تجرة  هي 
ة  قا تحدید النتیجة التي ستظهر ، مثل رمي قطعة نقد فحص فصیلة الدم أومعرفة مس

قا التي ستظهر فإننالشخص ما  ة لكن لا نعرف النتیجة مس نعرف النتائج الكل
ة -2 :  )فضاء العینة ( فراغ الحوادث الأول

نة للتجرة و  ع المشاهدات المم جم نة للتجرة ا ة المم فضاء العینة هي مجموعة النتائج الكل
ة Ωیرمز لها عادة ب  و تمثل المجموعة الكل

ة  =مثل رمي قطعة نقد {P , F}Ω

رجال -1 117ص –مرجع ساب–السعد
117ص –نفس المرجع -2
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Ωرمي حجر النرد   أو = {  1 ,2 ,3 ,4 ,5 ,6 }

: الحدث و أنواعه - 3
 فه حرف من : تعر ة و یرمز للحادث  نة لفراغ التجرة الكل ة من النتائج المم هو فئة جزئ

Aالحروف الكبیرة  ,B  ,C ة من فضاء العینة انه هو أ، ) Ω)1، وهو مجموعة جزئ
ة للتجرة مثل الحصول علي الوجه نة الكل عند رمي قطعة Fنتیجة ما من النتائج المم

ة  نقد
  أنواع الحوادث:

س من :الحادث ال ة لفراغ العینة ا علي نتیجة واحدة من النتائج الكل حتو و هو الذ
Ωة ة واحدة ذوΩمنوهو مجموعة جزئ ان إم

ة مرة واحدة  مثل الحصول علي الصورة عند رمي قطعة نقد

ب سطة ، مثل الحصول علي رقم : الحادث المر ب من عدة حوادث ب و هو الحادث المر
مرة واحدة زوجي عند رمي قطعة النرد 

 ة ل :الحادث الأكید ل الحوادث الأول ون من  فراغأنمع العلم Ωهو الحادث الم
ةالحوادث  قع حتما في التجرة و یرمز الأول انه الحادث الذ نة ا ل النتائج المم مثل 
الرمز  Ωله 

ن : مثال مثل النتیجة التي تظهر عند رمي زهرة النردAل هو الحادث الذ

Ω ة { 6, 5, 4, 3, 2, 1  } = =، او عند رمي قطعة نقد {P , F}Ω

علي أبداهو الحادث غیر قابل للتحق: الحادث المستحیل حتو التالي فهو لا  حدث أو 
ة أولي عدم ظهور احد أوفي رمي زهرة النرد ، 7، مثل ظهور الرقم Ωمن التجرة الكل

ة الأوجه عند رمي قطعة نقد

91ص –الوصفي الإحصاء–شرف الدین خلیل -1
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 ة ة و غیر متناف ن وقوعها : الحوادث المتناف م ة هي تلك الحوادث التي لا  الحوادث المتناف
منع وقوع آنفي  ) حادث مستحیل ( الأخرواحد حیث  وقوع احدها 

ن الحادث : مثال  ة مرة واحدة إلقاءهو ظهور الرقم عند Bهو ظهور الوجه  و  Aل قطعة نقد

Bظهور منعAفان ظهور 

∩ان  إذاونقول   B = قعان في نفس الوقت أحادثین متنافیین  Bو  Aفان  ∅ لا 

∩ان إذاأما B ≠ حادثین  غیر متنافیینBو  Aفان  ∅

 نقول عن الحادثین : الحوادث المستقلةAوB احدهما  لا ان وقوعإذاأنهما مستقلان
ة تمثل   ة لقطعة نقد ات متعاق یؤثر  ولا یتأثر  بوقوع الحادث الأخر ، فمثلا نتائج عدة رم

عض  عضها ال ة مستقلة عن أحوادث مستقلة عن  الأخر ل رم

رات ملونة من أما ، مثل سحب  الحوادث غیر مستقلة فهي التي وقوعها یؤثر في وقوع حادث أخر
ة أثم لم نعد الكرة فان الحادث الثاني الأولسحبنا الكرة في الحادث إذاس حیث  ة الثان السح

ة في الحادث الأول الكرة المسحو تتأثر 

 نقول انه لكل حادث :  )المعاكس ( الحادث المتممA ةمن فضاء الحوادث متمم  یتكون الأول
اتمن مجموعة  ان الفضAل غیر محققة الإم طة  )  فضاء العینة ( اء الاحتمالي و المرت

الرمز  رمز له  ̅ولدینا Aو = Ω −( ) = ( ) − ( ) ⇒ ( ) = − ( )
ة و بین نوعیتها : مثال  في تجرة إلقاء حجر النرد مرة واحدة اوجد الحوادث التال

3ظهور العدد : Aالحادث 

6ظهور عدد اكبر من : Bالحادث  

ظهور عدد فرد: Cالحادث  
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الأقلعلي 2ظهور العدد : Dالحادث   

أوليظهور عدد : Gالحادث 

ظهور عدد زوجي او فرد:Fالحادث   

سA={3 }ومنه 3ظهور العدد : Aالحادث : الحل  حادث 

حادث مستحیل B= { }= Øومنه 6ظهور عدد اكبر من : Bالحادث  

ومنه : Cالحادث   بC={1 ,3 ,5 }ظهور عدد فرد حادث مر

بD={2 ,3 ,4 ,5 ,6}علي الأقل ومنه 2ظهور العدد : Dالحادث    حادث مر

بG={2 ,3 ,5 }ومنه أوليظهور عدد : Gالحادث  حادث مر

حادث أكیدF={1 ,2 ,3 ,4 ,5 ,6 }ومنه ظهور عدد زوجي او فرد:Fالحادث   

: طرق حساب الاحتمالات –ب

ف الاحتمال -1 : تعر
 عرف الاحتمالP للحادثA ان للحادث إذاأنهA ن التيعدد من الطرق قع بها أنم

ة عددها Nعددها  ل ) 1(تكون لها نفس فرص الوقوعأنشرSمن بین طرق 

 ة محصورة بین الصفر و الواحد ة غیر سال ة عدد الاحتمال هو نس
 لاس الراضي الفرنسي أثناء Aلظهور الحادث أنهالاحتمال هو ) 1827-1749(تعرف لا

ا  ون مساو ة ما  ة بین عدد أحداث الظاهرة قید الدراسة إليتجرة عشوائ العدد الكلي إليالنس
نة  )2(للأحداث المم

ح ، فالحادث المستح مة الاحتمال بین الصفر و الواحد الصح ون احتمال و  یتراوح ق یل الوقوع 
الواحد ، الأكیدحدوثه صفر ، و الحادث  ساو ون احتمال وقوعه  الحوادث المحتملة أماالوقوع 

شتز -1 مور ل 53ص –سلسلة ملخصات شوم -الاحتمالات –س
35ص –الجزائر –دون سنة نشر –دار الغرب للنشر و التوزع –2الاحصاء –احمد عامر عامر -2
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ون ضمن المجال  ان ] 0، 1[الوقوع فان احتمالها  مة الاحتمال من الواحد  لما اقترت ق ، و
ح  س صح احتمال وقوعه و تحققه اكبر و الع

ة  العلاقة التال وتعطي علاقة الاحتمال 

( ) = ل ة الموات الملائمة الحالات عدد
ل نة المم ة الكل الحالات عدد

= ( )( ) =
ة مرة واحدة نعرف الحادث ومعند  : 1مثال الصورة الحصول علىAي قطة نقد

= {P , F}Ω     وA={F} ،card A=1 ,   card Ω = 2

( ) = ل ة الموات الملائمة الحالات لΩعدد نة المم ة الكل الحالات عدد
= ( )(Ω) = 12 = 0.5

مة الاحتمال محصور بین الصفر و الواحد  ق

هو الحصول علي عدد فردBعند رمي حجر النرد نعرف الحادث : 2مثال 

Ω = {  1 ,2 ,3 ,4 ,5 ,6  ،card Ω= 6  وC={1 ,3 ,5 }،card B=3

( ) = ل ة الموات الملائمة الحالات لΩعدد نة المم ة الكل الحالات عدد
= ( )(Ω) = 36 = 0.5

: خواص و قوانین الاحتمالات - 2
حادثأمن اجلA بتجرة ما مة احتماله دائما محصور بین الصفر Ωمرت مثلا فان ق

0و الواحد ، وهو دائما موجب   ≤ P(A) ≤ 1
 1هو الأكیداحتمال وقوع الحادثP(Ω)= 1

0P(Ø) =0الحادث المستحیل هو واحتمال وقوع 

ان لدینا إذاA  وB ان ة  و نمتناصفیغیر Bو  Aحدثین من مجموعة الحوادث الأول
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∩أ B ≠ P(Aفان     ∅ ∪ B) = P(A) + P(B) − P (A ∩ B)
ان لدینا إذاA  وB ان ة  و نمتنافییBو  Aحدثین من مجموعة الحوادث الأول

∩أ B = P(Aفان     ∅ ∪ B) = P(A) + P(B)
 ان لدینا ما Cو Bو  Aإذا  ة ف ة  و غیر متناف ة من مجموعة الحوادث الأول ف حودث 

P(Aبینها فان ∪ B ∪ C) = P(A) + P(B) + P(C) − P(A ∩ B) − P(A ∩ C)−P(B ∩ C) + P(A ∩ B ∩ C)
ان إذاA ة ل النس ∪فان  Aهو Ωحادث و متممه  = ⇒ ( ) + ( ) = ( ) ⇒ ( ) + ( ) =

)ومنه ) = − ( )
 حادثین احتمال حدوث  Bو عدم  Aفان احتمال حدوث Bو  Aلأ مطروحا Aساو

P(A:   أBو  Aمنه احتمال حدوث   ∩ B) = P(A) − P(A ∩ B) ومنه
ح لدینا  P(A)ص = P(A ∩ B) + P(A ∩ B) ة ل النس ذلك  P(B)أBو = P(A ∩ B) + P(B ∩ A)

 مورغان ة د P(Aخاص ∪ B ) = P ( A ∩ B)P(A ∩ B ) = P ( A ∪ B)
ضا  P(A: و لدینا أ ∪ B ) = 1 − P(A ∪ B)P(A ∩ B ) = 1 − P(A ∩ B)
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ضا  Pولدینا أ ( A ∪ B) = + ( ∩ )P A ∪ B = + ( ∩ )
حیث أن Bو  Aان لدینا الحادثین إذا: 1مثال

P(A)= P (Aو  P (B)=0.6و  0.3  B) = 0.40

P (A: اوجد  : المطلوب   B) ،P ( A ∩ B) ،P(B ∩ A)
: الحل 

P(Aلدینا  - 1 ∪ B) = P(A) + P(B) − P (A ∩ B) ح لدینا ص P(Aومنه  ∩ B) = P(A) + P(B) − P (A ∪ B)= 0.3 + 0.6 − 0.4 = 0.5
2 -P ( A ∩ B) = P(A ∪ B ) =1 − P(A ∪ B) = 1 − 0.4 = 0.6
3 -P(B ∩ A ) = P(B) − P(A ∩ B

=0.6-0.5=0.1

مستودع الجامعة : 2مثال  مبیوتر  منها 12لد دإحجهازان  عاطلان  تسلمت 2جهاز 
ات  أجهزة من هذا المستودع 4الكل

ة ؟احتمال عدم وجود جهاز معطل إیجاد- : المطلوب  ضمن ما استلمته الكل

 ة ؟ احتمال وجود جهاز واحد معطل ضمن ما استلمته الكل

: الحل
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غة العامة لقانون الاحتمال هي   لدینا الص

( ) = ل ة الموات الملائمة الحالات عدد
ل نة المم ة الكل الحالات عدد

= ( )( ) =
ار  ة لاخت ∁هي12أجهزة من بین 4ومنه عدد الحالات الموات = !!( )! = 495

ة هي حساب -1 احتمال عدم وجود جهاز معطل ضمن ما استلمته الكل

ة نحسب اولا ة لعدم وجود جهاز معطل صمن ما استلمته الكل ∁عدد الحالات الموات × ∁ = !!( )! × !!( )! = 210
)ومنه  ) = ل ة الموات الملائمة الحالات عدد

ل نة المم ة الكل الحالات عدد
= ∁ ×∁∁ = = 0.4242

ةحساب -2 احتمال وجود جهاز واحد معطل ضمن ما استلمته الكل
ة هو نحسب  ة لوجود جهاز واحد معطل ضمن ما استلمته الكل ∁عدد الحالات الموات × ∁ = !!( )! × !!( )! = 240

(B)ومنه  = ل ة الموات الملائمة الحالات عدد
ل نة المم ة الكل الحالات عدد

= ∁ ×∁∁ = = 0.4848
: الاحتمال الشرطي - 3

ون احتمال ظهور  حدوث حادث Bحدوث حادث معین مثلا أوعادة  ما  Aمثلا أخرمرت
الاحتمال الشرطي  و نرمز له حادثین غیر مستقلین  Bو  Aحیث أن ، نسمي هذا الاحتمال 

P(Bالرمز  A) ما یلي  احتمال وقوع عطي Aأن) علما ( شرB، وتقرا  قد وقع فعلا  و

ة  العلاقة التال

P B A = ( ∩ )( )
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ات و 0.75هو الإحصاءان احتمال نجاح الطالب في إذا: 1مثال واحتمال نجاحه في الراض
ات علما 0.18معا هو الإحصاء الإحصاءقد نجح  في أنه، فما هو احتمال   نجاحه في الراض

ات P(A)= 0.75الإحصاءنجاح الطالب في : الحل  B، و الراض

ات و الإحصاء معا هو  P (Aواحتمال نجاحه في الراض  B) = 0.18

P B A = ( ∩ )( ) = .. =
النتیجة آنعلمت إذا2في رمي حجر النرد مرة واحدة ما هو احتمال  الحصول على الرقم :2مثال 

المتحصل علیها هي عدد أولي  

B={2 }  ومنهP (B)=1/6   وA={1 ,2 ,3 , 5  } ة في التجرة مثل الأعداد الأول
P(A)= 4/6ومنه  

(A  B )={2 }  ومنهP(A  B )= 1/6 ح  لدینا ص

P B A = ( ∩ )( ) = =
: خواصه 

 ه منه ة تبدیل Pلدینا التقاطع عمل B A = ( ∩ )( ) = ( ∩ )( )
ان لدینا      إذاP B A = ( ∩ )( Pو ( A B = ( ∩ )( )

ح لدینا P(Aص ∩ B) = P(A) × P(B A) وP(A ∩ B) = P(B) ×
P(A B)    ومنهP(B) × P A B = P(A) × P(B A)
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P Ω A = ( ∩ )( ) = ( )( ) = 1
P A A = ( ∩ )( ) = ( )( ) = 1
: الحوادث المستقلة - 4

الحادث إذامستقلان أنهمانقول عن حادثین  بتحق احدهما لا یرت ، ونقول عن الأخران تحق
طین أنهماحادثین  احدهما إذامرت الحادث یتأثران تحق Aالحادث أنومنه نقول الأخربتحق

)B)1عدم حدوثأوحدوث یتأثرلا Aان احتمال تحقإذاBمستقل عن الحادث  

ة  )و لدینا العلاقة التال ∩ ) = ( ) × ( )
عض Cو Bو  Aان لدینا إذاو عضها ال فانحوادث مستقلة عن  ( ∩ ∩ ) = ( ) × ( ) × ( )

ذلكBو  Aان  إذا: 1ملاحظة ون لدینا  حدثین مستقلین فأنه 

A و Bحدثین مستقلین
B و Aحدثین مستقلین
A و B حدثین مستقلین

Pمن خلال علاقة الاحتمال الشرطيلدینا: 2ملاحظة  B A = ( ∩ )( ان( Bو  Aفاذا 

ح  لدینا  ص حدثین مستقلین فأنه 

= ( ∩ )( ) = ( ) × ( )( ) = ( )
شیر عبد الكرم -1 91ص -2الاحصاء –ال
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)  1(حدثین مستقلین فأنه Bو  Aان  إذاومنه 

= ( ) و   = ( )
رة استقلال الحادثین إن ونا متنافیین لكنهما غیر مستقلین Bو  Aف لا تعني أنهما متنافیین  فقد 

ونا مستقلین وهما غیر متنافیین )2(وقد 

ان  لدینا الحادثان أننالنفرض :1مثال  ما یلي Bو  Aفي  رمیتین متتالیتین لحجر النرد 

 الحادثA ة الأولي6هو الحصول على الرقم في الرم
    الحادثBساو 6هو الحصول على وجهین مجموعهما في الرمیتین 

A=(  ( 6 ,1 ) ( 6, 2) ( 6 ,3 ) ( 6 , 4) (6 , 5) ( 6 , 6 )  )هو      Aالحادث إذا

)ومنه  ) = =
B=(  ( 5 ,1 ) ( 4, 2) ( 3 ,3هو Bالحادث    و  ) ( 2 , 4) (1 , 5)  )

)ومنه  ) =
أن الحادثین  ة بین متنافیینBو  Aنلاح أBو  Aلأنه لا توجد عناصر مشتر

AB= Øأ( ∩ ) =
=لدینا   Bعن  Aعن استقلال أما ( ∩ )( ) = ≠ ( )
≠أ ( غیر مستقلین Bو   Aومنه (

م وطرائالإحصاءمقدمة في –احمد الاشقر -1 ة الثقافة للنشر و التوزع –مفاه ت -122ص ص –الأردنعمان - -1999م
123

ص –احمد الاشقر -2 123-نفس المرجع الساب
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ة 1هو الحصول على الرقم Cهو أخرلنفرض انه لدینا حادث  ة الثان في الرم

ح هو      إذا C=(  ( 1 ,1 ) ( 2, 1) ( 3 ,1 ) ( 4 , 1) (5 , 1) ( 6 , 1 )  )ص

)ومنه  ) = =
أن الحادثین  ة بین غیرCو Aنلاح آCو  Aمتنافیین لأنه توجد عناصر مشتر

AC= (  (6 )أ( (1 , ∩ ) =
عن استقلالهما فلدینا أما

= ( ∩ )( ) = = = ( )
و لدینا 

= ( ∩ )( ) = = = ( )
ان    Cو   Aومنه فان الحادثان  عضهما  وفي  نفس الوقت غیر متناف مستقلان عن 

ادان نحو هدف طل: 2مثال صیب ان احتمالفإذا،معینص اد أن  الهدف هو الأولالص
اد الثاني الهدف هو 0.80 ة الص 0.60و احتمال إصا

:المطلوب  

ةاحتمال إیجاد- ادین معا إصا الهدف من طرف الص
ةاحتمال إیجاد- الهدف إصا

ة : الحل نسمي الحوادث التال

اد الأول  أن P(A)= 0.80صیب الهدف الص
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اد الثاني  أن P(B)= 0.60صیب الهدف الص

ة  على الحوادث التال ة تحتو =لدینا التجرة الكل {A , B , (AB), ∅}
=ومنه الحوادث هي  {P(A ∩ B) , P(A ∩ B) , P(A ∩ B), P(A ∩ B}

ادین معا في نفس الوقت هي -1 ة الهدف من طرف الص ,احتمال إصا P(A ∩ B) و  Aولدینا ;
B ة الرمي اد مستقل عن الأخر في عمل ل ص ة التجارب ( حدثین مستقلین لان  )استقلال

P(Aومنه  ∩ B) = P(A) × P(B) = 0.80 × 0.60 = 0.48
ة الهدف -2 صب إماأاحتمال إصا صیب Aان  )هي Bاو  ∪ )( ∪ ) = ( ) + P(B) − P(A ∩ B)( ∪ ) = 0.80 + 0.60 − 0.48 = 0.92
: الاحتمال الكلي - 5

ن   ون وقوع حادث ما  ول ثیرة قد  التجرة Aفي حالات  إلالا یتحقΩمثلا ، المرت
ما بینها وهي   ة ف احد الحوادث المتناف B1بتحق , B2 , B3 , ….. ,Bn ل تجزئة والتي تش

ة  حي التالي )فضاء العینة ( Ωللمجموعة الكل ح ذلك نأخذ المثال التوض ، ولتوض
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ل نلاح ارة عن Aالحادث أنمن الش A= (Aهو ع  B1)  ( A  B2 )  ( A  B3 )
ما بینها مثني مثني  إلالا یتحقAولدینا   ة ف احد الحوادث المتناف B1بتحق , B2 , B3

Biأ ∩ Bj = ∅ ∀ i ≠ j
⋃ولدینا  (B) = Ω⟺ ⋃ (B) = B ∪ B ∪ B ∪ … … .∪ B = Ω

ح الحادث  ص Aو

P(A)= P(A  B1) P(A B2 ) P(A B3) ……. P(A Bn )

ما  ح لدینا أنو ص ة  الحوادث متناف

P(A)= P(A  B1)+ P(A B2 )+ P(A B3) ……+ P(A Bn )

Pولدینا من علاقة الاحتمال الشرطي  A B = ( ∩ )( )
P(A ∩ B) = P(B) × P(A B)

ح احتمال الحادث  ص Aومنه 

P(A) = P(B ) × P A B + P( B ) × P A B + P(B ) × P A B+ … … + P(B ) × P( A B )
تب دستور قانون الاحتمال الكلي     اختصار ن P(A)أو  = ∑ P(B ) × P(A B )

حي  : مثال توض
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ة %35العلب في مصنع ، تنتج الآلة الأولي لدینا ثلاث آلات لإنتاج  و الآلة %40و الآلة الثان
ة إنعلمت فإذا، من الإنتاج الكلي للمصنع%25الثالثة  ه أوغیر صالح ( المعیب الإنتاجنس
ما یلي الآلة الأولي  إنتاجمن ) عطب  ة %6ل آلة   %8و الآلة الثالثة %3و الآلة الثان

ار وحدة واحدة من فإذا ا ، فما هو احتمال الإنتاجتم اخت تكون هذه أنالنهائي للمصنع عشوائ
ة ؟  الوحدة معی

ة : الحل لنعرف الحوادث التال

P(A) = 0.35نرمز لها  %35الآلة الأولي 

ة  P(B) = 0.40نرمز لها  %40الآلة الثان

P(C) = 0.25نرمز لها  %25الآلة الثالثة 

الرمز %100مجموع الإنتاج هو  ة  ومنه E، و لنرمز للوحدة المعی

P(E/A)= 0.06 ) ة من إنتاج ) احتمال شرطي Aتمثل وحدة معی

P(E/B)= 0.03 ) ة من إنتاج ) احتمال شرطي Bتمثل وحدة معی

P(E/C)= 0.08 ) ة من إنتاج ) احتمال شرطي Cتمثل وحدة معی

ة هي الاحتمال الكلي فان احتمالومنه حسب نظرة  ة معی ان تكون الوحدة المسحو

E= (E  A)  ( E  B )  ( E  C)

P(E)= P(A  A)+ P(A B )+ P(AC)

P(E) = P(A) × P E A + P( B) × P E B + P(C ) × P E C
ض   P(E ) = 0.35 *0.06  +  0.40 * 0.03  +  0.25 * 0.08 =  0.053:  التعو

استخدام شجرة الاحتمالات  ة  طرقة ثان
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P(E ) = 0.35 *0.06  +  0.40 * 0.03  +  0.25 * 0.08 =  0.053ومنه       

ایز - 6 : دستور 

وقوع احدها   اب المعینة التي یؤد حدوث حادثة ما ، وهذه إليلنفرض أن  هناك عدد من الأس
ة  ف قة حیث تعالج  ایز تعتمد على مختلف القوانین السا ابها ، فنظرة  الحادثة تقع إذا وقع احد أس
ن  ة و مرافقة لحادث ما ل ل اتحادها مجموعة  ل  ة  تش ة لحوادث متناف حساب الاحتمالات الشرط

.Aمثلا 

ما بینها فلنفرض مثلا انه لدینا مجموعة من الحوادث  ة ف A1المتناف , A2 , A3 , …… , An ،
ة  ل تجزئة للمجموعة الكل ان Ωوالتي تش ن B، و  م فقأنحادث ما  احد إذایتحق تحق

A1، الحوادث , A2 , A3 , …… , An ة أن، ونرد P(Aنحسب الاحتمالات  الشرط B )
ستعمل لتحدید احتمال وقوع السبب لكل حادث من تلك الحوادث  ایز  Bعلمنا حدوث إذا، فقانون 

اب  واحد من الأس ة حساب احتمال تحق ان عطینا إم ن التأثیر A، فهو  ة  في تكو أرض
ة  العلاقة التال عطي  المتوقع ، و

المصنع

الالة الاولي  
0.35

E= 0.6

Ē=0.94

الالة الثانیة 
0.40

E=0.03

Ē=0.097

الالة الثالثة 
0.25

E=0.08

Ē= 0.092
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P A B = P(A ) × P B AP(A ) × P B A + P( A ) × P B A + … … + P(A ) × P( B A )
ارة مختصرة  ع أو 

P A B = P(A ) × P B A∑ P(A ) × P B A
حي  : مثال توض

ة ، الحافلة تنقله إحدالجامعة مستخدما في إليیذهب الطالب  النسب التال ة  و%60الوسائل التال

ارة    ان احتمال أن یتأخر عن الدراسة إذا %10القطار ، %30الس ام دراسته ، فإذا  في أ
ارة  هووإذا، %15استخدم الحافلة   ام %20استخدم القطار إذا، و %8استخدم الس خلال أ

ام التي یذهب فیها الطالب  ة إليدراسته ، فإذا اخترنا احد الأ صفة عشوائ الجامعة 

یتأخر في ذلك الیوم عن الدراسة ؟أنحساب احتمال - : المطلوب 

ان متأخر عن الدراسة في ذلك الیوم فما هو  احتمال إذا ون قد استخدم القطار ؟أنعلمت انه 

ما یلي : الحل ة  نرمز للحوادث التال

A1أ%60الحافلة استخدامP(A ) = 0.60
A2   ارة P(Aأ%30استخدام الس ) = 0.30
A3 أ%10القطار استخدامP(A ) = 0.10

ح لدینا Bالطالب عن الدراسة عن الجامعة ب تأخرو نرمز لحادث  ص ومنه 
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P B A = هو احتمال تأخر الطالب عن الجامعة إذا استعمل الحافلة 0.15

P B A = ارة  0.08 هو احتمال تأخر الطالب عن الجامعة إذا استعمل الس

P B A = هو احتمال تأخر الطالب عن الجامعة إذا استعمل القطار0.20

حساب احتمال ان یتأخر في ذلك الیوم عن الدراسة هنا نستعمل قانون الاحتمال الكلي -1

B= (B A1 ) (B A2)(B  A3 )

P(B)= P(B A1 )+P (B A2)+ P (B  A3 )

ومنه 

P(B) = P(A ) × P B A + P( A ) × P B A + P(A ) × P( B A )
ض  P(B)التعو = (0.6) × (0.15) + (0.3) × (0.08) + (0.1) × (0.2) = 0.134

ون قد استخدم القطار هنا إنان الطالب متأخر عن الدراسة في ذلك الیوم فاحتمال إذا-2
ایز  نستخدم دستور 

P A B = P(A ) × P B AP(A ) × P B A + P( A ) × P B A + P(A ) × P( B A )
ض  :التعو

= ( . )×( . )( . )×( . ) ( . )×( . ) ( . )×( . ) = ( . )×( . ). =
حمثال ن لدینا ثلاثة صنادی: الثاني يتوض حتوCو Bو Aل رات ، حیث  على  تحتو

ضاءرات 2على Aالصندوق   على Bرات سوداء  و الصندوق 3و ب ضاء 4حتو رات ب



نظریة الاحتمالات:الأولالفصل 

40

على Cسوداء و الصندوق ره1و  ضاء و 3حتو ا ،رات سوداء 4رات ب نختار عشوائ
رة  صندوق ثم نختار منه 

:المطلوب

ضاء فما هو احتمال أنعلمت إذا- ة ب Aتكون من الصندوق أنالكرة المسحو
ة سوداء فما هو احتمال أنعلمت إذا- Cتكون من الصندوق أنالكرة المسحو

ة : الحل  نرمز للحوادث التال

الاحتمالات  ل صندوق تكون  ار  ة  اخت ة عمل )لها نفس الاحتمالات ( التال P(A) = و   P(A) = و  P(C) =
ضاء  أنواحتمالات  الثلاثة هي Nسوداء أوLتكون الكرة ب من الصنادی

P L C =  ،P L B =  ، P L A =
P N C =  ، P N B =   ، P N A =

ضاء الكرةتكون أنحساب احتمال -1 ة ب المسحو

P(L) = P(A) × P L A + P( B) × P L B + P(C ) × P( L C)
ض  P(L)التعو = × + × + × = + + = 0.5428

ایز لحساب  ضاء فما هو احتمال أنعلمنا  إذاثم نستخدم دستور  ة ب تكون من أنالكرة المسحو
Aالصندوق 
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P A L = P(A) × P L A
P(A) × P L A + P( B) × P L B + P(C ) × P( L C)
= 13 × 250.5428 = 0.2456

ة سوداء فما هو احتمال ان تكون من الصندوق حساب احتمال -2 Cاذا علمنا ان الكرة المسحو

P(A) = P(A) × P N A + P( B) × P N B + P(C ) × P( N C)
ض  P(C)التعو = × + × + × = 0.4571

ة سوداء فما هو احتمال  ایز لحساب إذا علمنا  أن الكرة المسحو تكون من أنثم نستخدم دستور 
Cالصندوق 

P C N = P(C) × P N C
P(A) × P N A + P( B) × P N B + P(C ) × P( N C)
= 13 × 470.4571 = 0.4167
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ن مقترحةتمار

ن  ة ؟رمینا زهرتي:الأولالتمر فأوجد فضاء العینة للتجرة العشوائ نرد مرة واحدة فق
ة  فإذا عرفنا الحوادث التال

Aساو 8مجموع النتیجتین اكبر آو 
B 10مجموع النتیجتین اكبر تماما من
C 6مجموع النتیجتین عدد زوجي و اكبر  من

ة  ): فأوجد الاحتمالات التال ∪ )  ، ( ∩ ) ( ∪ )  ، ( ∩ )  ، ( ∪ ) ( ∩ )  ،( ⁄ )
ن الثاني ن لدینا : التمر حیث A, B: الحادثانل

P(A) =0.8     , P(B) = 0.7    ,    P(AB) =0.6
):   فاوجد  ⁄ )و    ( ⁄ )
  هل الحادثانA, Bمستقلان ؟

ن الثا ة:لثالتمر :  إذا علمت أن: أحسب الاحتمـالات التال
8
3)( AP ،

4
1)(,

3
1)(  BAPBP )(),(),(),(),(),(),( BAPBAPBAPBAPBPAPBAP ،( ⁄ )

 ،( ⁄ ) ،( ∩ )
ن  عالتمر ن لدینا :الرا ،Card(B) =30:حیث أن مستقلین  A, B: الحدثینل

Card(A) =50،
P(A  B )=0.15 أصلي :،اوجدCard(Ω)  و ،( ∪ )ثم استنتج  ( ∩ )

ة )واحسب الاحتمالات التال ∩ ) ،( ⁄ ) ،

ن  ات :الخامسالتمر ة لقسم علوم التسییر أن دلت المعط ة یرسبون في %25الإحصائ من الطل
یرسبون في الاقتصاد الجزئي و %10یرسبون في الإحصاء  ، و %15الاقتصاد الجزئي ، و 

الإحصاء معا 
ون قدر رسب في الاقتصاد الجزئي - ان الطالب قد رسب في الإحصاء فما هو احتمال ان  إذا 
ان الطالب قد رسب في - ون قدر رسب في الإحصاء إذا  الاقتصاد الجزئي  فما هو احتمال أن 
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ون الطالب قد رسب في الاقتصاد الجزئي أو الإحصاء - ما هو احتمال ان 
ون قدر رسب في - ان الطالب لم یرسب في الاقتصاد الجزئي  فما هو احتمال أن  لا  إذا 

الإحصاء

ن ا ادانیوجه: لسادسالتمر ةفيل منهمافرصةانتفإذاغزالإلىمعابندقیتیهماص إصا
1/3هيالغزال

ةاحتمال-فأحسب ، -، .الغزالإصا صب الغزال احدهما فق ا الغزال معا - أن  صی ألا 

ن السا ة الهدف علي :عالتمر انت احتمالات إصا أطلقنا ثلاث طلاقات على هدف معین و
ما یلي  الطلقة الأولي هي : الترتیب  ة الهدف  ة هي0.4إصا الطلقة الثان ة الهدف  0.5، و إصا

الطلقة الثالثة هي ،و  ة الهدف  0.7إصا
طلقة واحدة فق-  صاب  احسب احتمال أن الهدف 
طلقتین على الأقلاحتمال أناحسب -  صاب الهدف 
صاب-  احسب احتمال أن الهدف 

ن  % C20والآلة % B50والآلة % A30في مصنع لأحد المنتجات، تنتج الآلة :الثامنالتمر
ة العطب هي على الترتیب ة الإنتاج، فإذا علمت أن نس م ا %. 4، %3، %2: من  أخذنا عشوائ

.وحدة من إنتاج هذه المؤسسة
: المطلوب

ا؟ )1 ون بها عط ما هو احتمال أن 
ا ما هو احتمال أن تكون من إنتاج الآلة )2 ؟ Aإذا علمت أن بها عط
ست من إنتاج الآلة )3 ا ما هو احتمال أن تكون ل ؟Cإذا علمت أن بها عط

ن التاسع س الأول على : التمر الك حتو اس فاكهة  ،  ن لدینا ثلاثة أك 6تفاحات و 3ل
س الثاني على  الك حتو س الثالث على 4تفاحات و 6برتقالات ، و  الك حتو 5برتقالات و 

طرقة 4تفاحات و  ة فاكهة  ار منه ح ا ، و تم اخت اس عشوائ ار احد الأك برتقالات ، تم اخت
ة  عشوائ
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ة الفاكهة تفاح ؟  فأوجد)1 احتمال أن تكون ح
أنها تفاحة ؟ أوجد)2 س الأول إذا علم  ة الفاكهة من الك احتمال أن تكون ح

ن  طرقة ناأجهزة عاطلة، أخذ4فاز من بینها جهاز تل12أنتج أحد المصانع :العاشرالتمر
ة ة جهازن،  أوجد الاحتمالات التال عشوائ

احتمال الحصول على جهازن عاطلین، -1
احتمال الحصول على جهازن جیدین،-2
احتمال الحصول على جهاز عاطل على الأقل، -3
.احتمال الحصول على جهاز عاطل على الأكثر-4
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الفصل الثاني  المتغیرات العشوائیة
دالة ( قانون التوزیع الاحتمالي - أ •

)الاحتمال 
التمثیل البیاني للمتغیر العشوائي -ب•

المنقطع
دالة التوزیع الاحتمالي -ج•
الممیزات العددیة للمتغیر العشوائي -د•

المنقطع

دالة الكثافة الاحتمالیة•
F(x)دالة التوزیع •
الممیزات العددیة للمتغیر العشوائي •

المستمر  
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الفصل الثاني  المتغیرات العشوائیة

أولا المتغیرة 
العشوائیة المنقطعة 
و ممیزاتھا العددیة

ثانیا المتغیرة 
العشوائیة المستمرة 

و ممیزاتھا العددیة
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ة: الفصل الثاني  المتغیرات العشوائ

:تمهید

قا  قة ، أنرأینا سا صورة مس ة تكون غیر معروفة  ع التجارب العشوائ أنها لا إلانتائج جم
عدد تكرار هذه  الاختلاف التجرة  و م ، هذه  النتائج تختلف  تخرج عن مجال معین من الق
ة مثل رمي زهرة النرد و ملاحظة النتائج ،  ة عدد م التجرة ، حیث هناك تجارب تكون نتائجها 

فراغ التجرة  الأرقام  والتي عرفنها  ، Ωزنا لها بفضاء العینة و رمأوفالنتائج تكون ممثلة 
ة  ة ( وهناك تجارب تكون نتائجها نوع ة مرة ) ف مرتین و أومثل تجرة رمي قطعة نقد

ع جملاحظة النتائج التي تظهر فالنتائ ة لكننا نستط ف نعبر على حالة حصولنا أنهنا تكون 
الرقم  النجاح و نعبر عنه  الفشل و ن1على الوجه مثلا  ه و عدم الحصول على الوجه  عبر عل

ننا إذا، 0ب  م ة وصفة النتائج المتحصل علیها فانه  عة التجرة العشوائ انت طب أنمهما 
ل نتیجة من نتائجها  )1(ℜعدد وحید من ) ل عنصر من عناصر فضاء العینة أ( نر

ة  ق مجموعة الأعداد الحق

قي صالحة للاستعمال عند إن: ملاحظة ل المصطلحات المستعملة في الإحصاء الوصفي ت
ة ، الشي الاحتمالات ءاستعمال المتغیرات العشوائ یختلف هو استبدال التكرارات  الوحید الذ

فق

ف المتغیرة  ةتعر :العشوائ

ة معرفة على فضاء العینة  ق ة هي دالة حق ل عنصر من أنناأ، Ωالمتغیرة العشوائ نرف
ة  ق مة حق ون بذلك عرفنا دالة على هذا الفضاء ) عدد ما ( فضاء العینة ق ون

ة  بیرة  هذه الدالة تسمي المتغیرة العشوائ أحرف  YأوXنرمز لها 
تب   Xون ∶ Ω ⟶ ℛ

ة  Xإن  نة التال م المم ة تأخذ الق X1متغیرة عشوائ , X2 , X3 , ….., Xn
الرجال -1 ص –السعد 200مرجع ساب
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ة  مة احتمال نة تقابلها ق مة مم ل ق احتمال مقابل لها ( و هو )ا P1 ,P2 ,P3 …….Pn ة ل التالي Xو تمثل المتغیرة العشوائ على الش Xn……………..X3X2X1Xi نة لها م المم الق Pn…………..P3P2P1Pi م الاحتمالات المقابلة ق

ة أمثلة عن المتغیرات العشوائ

 النرد مرة واحدة ولنعرف مثلا رمي زهرةمثلاXمثل ة ظهورمتغیر عشوائي  الأعداد الفرد
X:التي تظهر  ومنه   ∶ Ω ⟶ ℛ   إذاX = {0 ,1}

ولنعرف مثلا رمي زهرتي نردX الرمیتین مثل مجموعمتغیر عشوائي X ∶ Ω ⟶ ℛ   إذاX = {2 ,3 ,4 ,5 ,6 ,7 ,8 ,9 ,10 ,11 ,12}
 ة ثلاث مرات مثل عدد الأوجه التي تظهر Xولنعرف مثلا رمي قطعة نقد متغیر عشوائي  X ∶ Ω ⟶ ℛ   إذاX = {0 ,1 ,2 , 3}

حسب فضاء العینة المعرفة علیه: ملاحظة ة  ان فضاء فإذا، اتختلف المتغیرات العشوائ
ة هنا منفصلة أوقابل للعد و منتهي Ωالعینة  غیر منتهي وقابل للعدد فتكون المتغیرة العشوائ

م داخل أان فضاء العینة غیر قابل للعدد إذاأمامنقطعة  ، أو أخذ عدد غیر منتهي من الق
,[مجال معلوم  ة تكون مستمرة ]∞−∞+ )1(متصلةأوفان المتغیرة العشوائ

ة  ة المنقطعة و ممیزاتها العدد : أولا المتغیرة العشوائ

فها -أ ة المنقطعة :تعر عدد محدود من تأخذالمنفصلة هي المتغیرة التي أوالمتغیرة العشوائ
م  م لكنها قابلة للعدد أوالق یتوافدون ، مثل عدد الزائن الذین) 2(عدد غیر محدود من الق

مجموع نتیجة أومصنع ما إنتاجعدد القطع الفاسدة في أوعلى مطعم ما خلال یوم ،  

144ص –مرجع ساب–محمد یوسف الاشقر و عبد اللطیف یوسف -1
العتوم  -2 232ص –مرجع ساب-شفی
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لها  ن تحو م ة فانه  ة التي تكون نتائجها نوع ة للتجارب العشوائ النس ذلك  زهرتي نرد ، و
ة  ة إلىمن متغیرة نوع متغیرة رقم

ع الاحتمالي –ب  :)دالة الاحتمال ( قانون التوز

ة متزنة ثلاث  الأوجه مثل عددمتغیر عشوائي Xولنعرف مرات،لنفرض أننا رمینا قطعة نقد ( F) ات الثلاث التي تظهر في الرم

X مثل  عدد الأوجه ات الثلاث و فراغ التجرة هو (F )متغیر عشوائي  التي تظهر في الرم Card  Ω = 23=8 حیثΩ ={ PPP ,PPF  ,PFP ,PFF ,FPP , FPF ,FFP ,FFF } X ∶ Ω ⟶ ℛ   إذاX = {0 ,1 ,2 , ة {3 م المتغیرة العشوائ والتي تمثل ق

ة هيأما م المتغیرة العشوائ P(Xالاحتمالات المرفقة لق = 0) =P(X = 1) =P(X = 2) =P(X = 3) =

Ω={P ,F }

P

P
P PPP 0

F PPF 1

F
P PFP 1

F PFF 2

F

P
P FPP 1

F FPF 2

F
P FFP 2

F FFF 3
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ة أخرمعني  مجال تعرفه هو فراغ الحوادث الأول ارة عن تطبی ة ع فان المتغیرة العشوائ
ة  ق ة من مجموعة الأعداد الحق ومداه هو مجموعة جزئ

ة التوزع الاحتمالي  تا ن  م P(Xو = Xi) لعناصر المجال المقابل للمتغیر العشوائي
سمي جدول التوزع الاحتمالي او قانون التوزع الاحتمالي المنفصل في جدول 

3210Xi نة لها م المم الق 3838Pi م الاحتمالات المقابلة ق ( ) = P(X = Xi)
ة الج تا ن  م ل دالة تسمي دالة الاحتمال دو على ش ول الساب

f(x) = ⎩⎪⎨
⎪⎧38 , = 0 , x = 338 , = 1 , x = 20 , ذلك ماعد

مXان لدینا المتغیر العشوائي المنفصل إذاو منه  X= { X1أخذ الق , X2 , X3 , ….., Xn }
ان   )و ) = P(X = Xi) م أخذهو احتمال أن المتغیر العشوائي ن Xالق ن تكو م فانه 

ون من عمودین Xجدول التوزع الاحتمالي للمتغیر العشوائي  م الأول، وهو جدول م ه الق
نة للمتغیر العشوائي  X= { X1المم , X2 , X3 , ….., Xn ه ) السطر أو( و العمود { الثاني 

ة لهذا المتغیر  م الاحتمال )الق ) = P(X = Xi) ما یلي له  ون ش و Xn……………..X3X2X1Xi نة لها م المم الق Pn…………..P3P2P1Pi م الاحتمالات المقابلة )ق ) = P(X = Xi)
قانون التوزع الاحتمالي  جدول الاحتمال ، ونسمي الدالةأونسمي  هذا الجدول  ( ) = P(X = Xi) ل التالي تابتها على الش ن  م بدالة الاحتمال و
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f(x) =
⎩⎪⎪⎨
⎪⎪⎧P , X = XP , X = XP , X = X⋮̇ , ⋮ ̇ ⋮̇P X = X0 , ذلك ماعد

أوجدول توزع احتمالي أوون التوزع العشوائي قانون توزع احتمالي حتى: ملاحظة مهمة
الشرطین التالین أندالة احتمال یجب  )1(حق

الأول  مها محصورة بین:   الشر ة وق ≥الدالة موج ( ) = ( = ) ≤
الثاني الواحد   : الشر ساو ∑مجموع الاحتمالات  ( ) = ( = ) =

اني للمتغیر العشوائي المنقطع -ج : التمثیل الب

ن تمثیل قانون التوزع الاحتمالي  الأعمدة أوم ا عن طر ان ة المنفصلة ب المتغیرة العشوائ
م المتغیرة العشوائ طة حیث یتم وضع ق س ة ال ان أعمدةعلى محور الفواصل  ورسم ةالب

تتناسب  مأطوالهاعند هذه النقا ) P(الاحتمالات المقابلة لها مع ق

مثل المتغیر العشوائي التالي قانون  توزع احتمالي :مثال  هل  

مال -1 قي –بوعظم  و التطب 37عمان الاردن  ص –دار زهران للنشر –الإحصاء الاستدلالي  من الجانب النظر
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( ) = , = 1 , 2 ,3 ,40, ذالك ماعد

م التي تأخذها  أن الق ة  نلاح )ومنه موج ) ة  و ما عدا هذه = ذلك موج
م فان  )الق ) = الأول محق0 التالي الشر و

الثاني  لدینا أما الشر

( ) = ( = ) = 10 = 110 + 210 + 310 + 410 = 1010 = 1
مثل قانون توزع احتمالي  ومنه المتغیر العشوائي  الثاني محق ومنه الشر

ع الاحتمالي -د ع ( دالة التوز ع التوز ة أوتا ع ):الدالة التجم

انا نحتاج  معرفة إليتنشا هذه الدالة من خلال الاحتمال المتجمع الصاعد للاحتمالات ، فأح
مة معینة  متها عن ق هنا تزد عنها للمتغیر العشوائي أومجموعة الاحتمالات التي تقل ق

الرمز رمز لها  ع التوزع الاحتمالي و )نستعمل دالة التوزع الاحتمالي او تا عبر عن و(
ة  غة التال الص )هذه الدالة  ) = ( ≤ م Xانت إذا( ا من الق تاخذا  عددا منته

)فان  ن تعرفها( م

( ) = ⎩⎪⎨
⎪⎧ − ∞ < <( ) ≤ <( ) + ( ) ≤ <⋮( ) + ( ) + ( ) + … . + ( ) = ≤ <

ما یلي وتعطي دالة التوز  ع  في الجدول 

Xn……..X4X2X1Xi نة لها م المم الق
1…...P1+P2 +  P3P1+P2P1( ) = ( ≤ )

جدول دالة التوزع للمتغیر العشوائي المنقطع 
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مة متصاعدة  قطع مستق ا عن طر ان ن تمثیله ب م و

ع  : خواص دالة التوز

    دائما العلاقة حق ع التوزع  ≥إن تا ( ) = ( ≤ ) ≤
 ة ع ارة عن احتمالات تجم )مجموع الاحتمالات ( أنها ع
 ارة عن مجموع الاحتمالات ة متزایدة دوما لأنها ع أنها دالة تصاعد
 مة دالة التوزع عند النقطة )إن ق −∞ الصفر ( (∞−)تساو =
 مة دالة التوزع عند النقطة )إن ق +∞ الواحد  ( (∞+)تساو لانها تكون قد =

نة م المم ع الق ∀شملت جم ( , ) ∈ ; ( < < ) = ( ) − ( )
ن المتغیر العشوائي التالي :مثال  ل

( ) = x10 , = 1 , 2 ,3 ,40, ذالك ماعد

ذلك دالة الاحتمال اوجد دالة التوزع  ومثلها :المطلوب  ا ومثل  ان )قانون الاحتمال ( ب

و دالة التوزع ) جدول التوزع  الاحتمالي ( دالة الاحتمال : الحل 

0
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نة لها4321Xiالمجموع م المم الق

10/1010/410/310/210/1( ) = P(X = Xi)
110/1010/610/310/1( ) = ( ≤ )

دالة التوزع 

( ) =
⎩⎪⎪⎪
⎨⎪
⎪⎪⎧ − ∞ < < 1≤ < 2≤ < 3≤ < 4. ≤ < +∞

اني لقانون التوزع الاحتمالي او دالة الاحتمال  التمثیل الب

اني لدالة التوزع  التمثیل الب

-
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ة للمتغیر العشوائي المنقطع-د : الممیزات العدد اضي - 1 ز: E(X)التوقع الر ة حو تتمر م المتغیرات العشوائ مة لمعظم ق مة معینة أو ق ق
الحسابي ( متوقعة  أو المتوس رمز لها لتوزع المتغیر العشوائي ) هي الوس و
)الرمزأو E(X)الرمز  ة منفصلا  Xانت فإذا ،)1(( م تمتغیرة عشوائ أخذ الق

ة   نة التال X1المم , X2 , X3 , ….., Xn تقابلها  احتمالاتP1 ,P2 ,P3 …….Pn فان
مة المتوقعة  ة أوالق العلاقة التال عطي  )التوقع الراضي له  ) = ∑ [ × ( = )] او ( ) = ∑ ( × )

مة المختلفة للمتغیرة أنأ ارة عن حاصل جمع الق م التوقع الراضي هو ع ا في ق مضرو
الاحتمالات المقابلة لها 

اضي  : خواص التوقع الر

-= CE(C)حیثCثابت
-= C + E(X)E(C+X)

-= C E(X)E(CX)

-= E(X)E[ E(X) ]

احسب التوقع الراضي للمثال الساب:مثال 

156ص -مرجع ساب–محمد یوسف اشقر -1
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( ) = ∑ [ × ( = )]⇒ ( ) = × + × + × + × = =
این - 2 این: V(X)الت م الت تشتت  مختلف الق عبر عن مد س التشتت و  هو احد مقای

مة المتوسطة  ز الثاني أوحول الق ارة عن العزم المر و هو ع ة لذلك أوالوس من الدرجة الثان
سوف نتعرف على العزوم 

شیر :Mالعزوم – ي  ان معناه الملموس مصطلح م اس للقوة حول نقطة إليالعزم  مق
اس الالتواء  ة غیر ملموسة ، وتستخدم العزوم في ق رة معنو زة  ، أما في الإحصاء فانه ف مر

)1()التدبب ( و التفرطح 

طة س ةالعزوم ال الرمز :أو الابتدائ ) وهي العزوم حول نقطة الأصل ( Mو یرمز لها 
ة  طة من الرت س ارة عن Kالعزوم ال الحسابي(التوقع الراضي هو ع م المتغیرة ) الوس لق

ة Mورمزها  K2مرفوعة إلي قوة العشوائ (X) ة العلاقة التال وتعطي  M (X) = ∑ Xi P(X = Xi)حیثK درجة العزم الابتدائي

هو التوقع الراضي K=1الأوليالعزم الابتدائي من الدرجة إذا

 ة ز الرمز : μالعزوم المر الحسابي و نرمز لها  وتعطي μو هي تكون حول الوس
ة   (X)العلاقة التال = ∑ [Xi − E(X)] P(X = Xi)

:ملاحظة 

انإذا      :E(X) = ة0 طة الابتدائ س ون في حالة العزوم ال ن
ان  إذا   := 0⟹ = 1
ان إذا    := 1⟹ = 0
ان إذا    := 2⟹ = ( این ( هو الت أ
، ص -1 العتوم ، مرجع ساب 117شفی
، ص 2 ة  مرجع ساب لا لي جلاطو ، نظرة الاحتمالات و التوزعات الاحتمال 95ج

نة لها4321Xiالمجموع م المم الق
10/1010/410/310/210/1( ) = P(X = Xi)
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ة  العلاقة التال این  V(X)ومنه تعطي علاقة الت = M (X) − [E(X)]
Mحیث  هو (X) ة العزم الابتدائي  من الدرجة الثان

M (X) = Xi P(X = Xi)
این :خواص الت

V(C)=0
V(C+X) = V(X)
V(CX) = C2 V(X)

ار–3 :δ(x)الانحراف المع

این  عي للت ارة عن الجذر التر الرمز )1(هو ع ة، و δ(x)و یرمز له  العلاقة التال عطي  δ = ( )
س ف مة عناستخداما،هو من أكثر المقای رة سل عطي ف )2(الظاهرة المدروسة  تشتتلأنه 

للمثال الساب: مثال ار این و الانحراف المع احسب الت

این V(X): الت = M (X) − [E(X)]
ة أولانحسب  العزم الابتدائي من الدرجة الثان

، ص -1 158برنار غره ، مرجع ساب
، ص -2 63شرف الدین خلیل ، مرجع ساب

نة لها4321Xiالمجموع م المم الق
10/1010/410/310/210/1( ) = P(X = Xi)
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M (X) = Xi P(X = Xi) = 1 × 110 + 2 × 210 + 3 × 310 + 4 × 410= 9910 = 9.9
)ولدینا التوقع الراضي  ) V(X)ومنه = = 9.9 − (3) = 0.9
ار δومنه الانحراف المع = V(X) = √0.9 = 0.948

ن محلولة تمار

ن الأول رتان: التمر ه سحبنا  ضاء ، ولنعرف المتغیر 2رات حمراء و 3من صندوق  ب
ة Xالعشوائي  یتمثل في عدد الكرات الحمراء المسحو

:المطلوب

ون جدول التوزع الاحتمالي للمتغیر العشوائي ؟- 
له ؟اوجد -  ار این و الانحراف المع التوقع الراضي و الت

رتان Xلدینا : الحل عني إما نسحب  ة  رة أو2یتمثل في عدد الكرات الحمراء المسحو
رة حمراء أو1واحدة Xعني 0لا نسحب أ = {0 ,1 ,2 , }

P(X = 0) = ة الموات الملائمة الحالات عدد
نة المم ة الكل الحالات عدد

= ∁∁ =
P(X = 1) = ة الموات الملائمة الحالات عدد

نة المم ة الكل الحالات عدد
= ∁ ×∁∁ =

P(X = 2) = ة الموات الملائمة الحالات عدد
نة المم ة الكل الحالات عدد

= ∁∁ =
)قانون التوزع الاحتمالي ( ومنه جدول التوزع الاحتمالي 
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):التوقع الراضي  ) = ∑ × ( = )
⇒ ( ) = × + × + × = = .

این  V(X): : الت = M (X) − [E(X)]
ة  نحسب أولا العزم الابتدائي من الدرجة الثان

M (X) = Xi P(X = Xi) = 0 × 110 + 1 × 610 + 2 × 310 = 1810= 1.8
)ولدینا التوقع الراضي  ) = V(X)ومنه . = 1.8 − (1.2) = 0.36
ار δومنه الانحراف المع = V(X) = √0.36 = 0.6

ن الثاني  عات احد المراكز التجارة من التفاح المحلي أنان من المعلوم إذا: التمر ة مب نس
عاته من 0.60هو  ة مب احد 0.40هو الأجنبيللتفاح الأخرالأنواعبینما نس ، اشتر

العملاء عبوتین 

:المطلوب 

)فراغ العینة ( ون فضاء العینة - 
قانون عدد العبوات المشتراة من التفاح المحلي فاوجدأنهXعرفنا المتغیر العشوائي  إذا- 

Xالتوزع الاحتمالي للمتغیر العشوائي  

التوزع الاحتمالي قانون دالة أوارسم دالة الاحتمال - 

م210Xiالمجموع نة لهاالق المم
10/1010/310/610/1( ) = P(X = Xi)
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این -  ل من التوقع الراضي و الت اوجد دالة التوزع واحسب 
ة -  م الاحتمالات التال P(Xاوجد ق = 1) ، P(X ≤ 1) ، P(X = 1.5) ، P(X ≤ 1.5)

لا فراغ التجرة یتكون من أرعة نتائج لأ: الحل  ن التجرة هي شراء عبوتین ، فإما أن تكون 
أجنبي أوالعبوتین تفاح محلي  لاهما تفاح أجنبي ، ولدینا المتغیر أواحدهما محلي والأخر

عرفناه Xالعشوائي   أنه عدد العبوات المشتراة من التفاح المحلي الذ

م  أخذها هي  Xالمتغیر العشوائي  ومنه ق Xالتي  = {0 ,1 ,2 , P(Xاحتمالات هي{ = 0) = 0.06 ∗ 0.6 = 0.36P(X = 1) = 0.6 ∗ 0.4 + 0.4 ∗ 0.6 = 0.48P(X = 2) = 0.4 ∗ 0.4 = 0.16
)قانون التوزع الاحتمالي ( ومنه جدول التوزع الاحتمالي 

دالة قانون التوزع الاحتمالي أورسم دالة الاحتمال 

Ω={اجنبي محلي, }

00.6محلي 

0.60محلي   محلي  محلي  2 0.36

0.40اجنبي   اجنبي محلي  1 0.24

0.40اجنبي  
0.60محلي   محلي اجنبي 1 0.24

0.40اجنبي   اجنبي اجنبي  0 0.16

نة لها210Xiالمجموع م المم الق
10.360.480.16( ) = P(X = Xi)
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دالة التوزع إیجاد

دالة التوزع 

( ) =
⎩⎪⎨
⎪⎧ < 0. ≤ < 1. ≤ < 2. ≤ < +∞

این ل من التوقع الراضي و الت حساب 

اضي ):التوقع الر ) = ∑ × ( = )⇒ ( ) = × . + × . + × . = .
این V(X): :الت = M (X) − [E(X)]

ة  نحسب أولا العزم الابتدائي من الدرجة الثان
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نة لها210Xiالمجموع م المم الق
10.360.0480.16( ) = P(X = Xi)
110.460.16( ) = ( ≤ )
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M (X) = Xi P(X = Xi) = 0 × 0.16 + 1 × 0.48 + 2 × 0.36= 1.92
)ولدینا التوقع الراضي  ) = V(X)ومنه . = 1.92 − (1.2) = 0.48
م الاحتمالات  ة حساب ق P(Xالتال = 1) ،P(X ≤ 1) ،P(X = 1.5)،P(X ≤ 1.5)P(X = 1) = f(1) = 0.48P(X ≤ 1) = F(1) = 0.64P(X = 1.5) = f(1.5) = 0P(X ≤ 1.5) = F(1.5) = F(1) = 0.64

ن الثالث ما في الجدول التالي Xلنعرف المتغیر العشوائي : التمر المعرف 

: المطلوب 

مثل المتغیر العشوائي-1 قانون  توزع احتمالي ؟Xهل  
)مثل -2 ا ( ان ب
ل -3 م  ، E(X)     ،V(X)اوجد ق
F(x)دالة التوزع أوجد -4

: الحل 

 م التي تأخذها أن الق )نلاح ) = P(X = Xi) م فان ة  و ما عدا هذه الق موج ( ) = الأول محق0 التالي الشر و

الثاني  أما الشر

نة لها43210Xiالمجموع م المم الق
10.20.40.10.10.2( ) = P(X = Xi)
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( ) = ( = ) = ( = )
= 0.2 + 0.1 + 0.1 + 0.4 + 0.2 = 1

مثل قانون توزع احتمالي ومنه المتغیر العشوائي  الثاني محق ومنه الشر

 دالة قانون التوزع الاحتماليأورسم دالة الاحتمال

ار-3 این و الانحراف المع ل من التوقع الراضي و الت حساب 

اضي ):التوقع الر ) = ∑ × ( = )⇒ ( ) = × . + × . + × . + × . + × . = .
این  V(X): :الت = M (X) − [E(X)]

ة  نحسب أولا العزم الابتدائي من الدرجة الثان

M (X) = Xi P(X = Xi)= 0 × 0.2 + 1 × 0.1 + 2 × 0.1 + 3 × 0.4+4 × 0.2 = 7.3
)ولدینا التوقع الراضي  ) = V(X)ومنه . = 7.3 − (2.3) = 2.01

-
0,05
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0,20
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ار δومنه الانحراف المع = V(X) = √2.01 = 1.41
دالة التوزع إیجاد-4

دالة التوزع 

( ) =
⎩⎪⎨
⎪⎧ < 0. ≤ < 1. ≤ < 2. ≤ < 3. . ≤ < 4≤ < +∞

نة لها43210Xiالمجموع م المم الق
10.20.40.10.10.2( ) = P(X = Xi)

10.80.40.30.2( ) = ( ≤ )
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ة المستمر  ا المتغیرة العشوائ ة ةثان : و ممیزاتها العدد

ما هو الحال  مجموعات قابلة للعد  ن التعبیر عن نتائجها  م ة لا  ثیر من التجارب العشوائ
م المتغیرة العشوائي أوالسن أوالأطوالأوالأشخاصفي وزن  الزمن ، ففي هذه الحالة فان ق

م في فترة تأخذ ع الق )1(مجال ماأوجم

ف  ةالمتغیرة :تعر ون المجال المقابل لها غیر أوالمستمرة العشوائ المتصلة هي المتغیرة التي 
ر ومعرفة علي مجال غیر قابل للعد  ، قابل للعدد  ة المستمرة نذ ومن أمثلة المتغیرة العشوائ

 ة أوزان أو أطوال أو سن الطل
 ة الأمطار المتساقطة في مدینة ما م
 درجات الحرارة
 لمجموعة من الأسر الدخل الشهر

ةدالة الكثافة -أ ل التالي :الاحتمال و تأخذ الش

∀ ∈ ( , ) ∈ ℛ ( ) = ( ), ∈ [ , ]0 , ∉ [ , ]
ة  وتسمي هذه الدالة بدالة الكثافة الاحتمال

ل التالي أو )الش ) = ( ), ≤ ≤0 , ذالك ماعدا ف

حقحتى: ملاحظة مهمة ة  یجب أن  ثافة احتمال ون المتغیر  العشوائي  المستمر دالة 
الشرطین التالین 

الأول  ة         :   الشر ∀الدالة موج ∈ ( , ) ∈ ( ) ≥
الثاني الواحد  ) مجموع الاحتمالات(تكامل الدالة : الشر ∫ساو ( ) = ∫ ( ) =

حي ابو صالح   و عدنان محمد عوض -1 146ص –مقدمة في الاحصاء –محمد ص
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)علما أن  ) = ( )أنأ، ( ة هي مشتقة من دالة ( دالة الكثافة الاحتمال
أن F(x)التوزع  ة F(x)، أ f(x)هي الدالة الأصل
الواحد : ملاحظة ة و المساحة تحت المنحني   تساو ة دائما موج دالة الكثافة الاحتمال

ة :مثال ثافة احتمال ة تمثل دالة  هل الدالة التال

( ) = 2 , 0 ≤ ≤ 10 , ذالك ماعدا ف

ة یجب  ثافة احتمال قانأنحتى تكون الدالة دالة  الشرطان السا تحق

الأول  ان الدالة معرفة على المجال : الشر ة وما عدا هذا ]0،  1[نلاح حیث تكون موج
)المجال تكون الدالة معدومة ومنه  ) الأول محق≤ ومنه الشر

الثاني الواحد     أو) مجموع الاحتمالات(تكامل الدالة وهو : الشر المساحة تحت المنحني  تساو ∫ ( ) = ∫ ( ) =
الواحد  ) مجموع الاحتمالات(تكامل الدالة  ساو

( ) = = = =

a b

F(x)

Xi
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= − = =
ة  ثافة احتمال ومنه الدالة هي دالة 

ع - ب : F(x)دالة التوز

ان  ة Xإذا  ثافة احتمال F(x)فان دالة  التوزع f(x)متغیر عشوائي مستمر و معطي بدالة 

ة  العلاقة التال )1(له تعطي 

F(X) = f(x)dx
ةالاو هذه الدالة لها نفس خصائص دالة التوزع في حالة المنقطع  و هي هنا هي الدالة  صال

ة  ]لدالة الكثافة الاحتمال ( )] = ( )
: ملاحظة 

 ان ان إذا  فان ]b  ،a[متغیر عشوائي مستمر معرف على المجال Xإذا  P(a ≤ x ≤ b) = P(a < ≤ ) = P(a ≤ x < )
= P(a < < ) = f(x)dx = F(b) − F(a)

  لدیناP(X=Xi)=0لأنها دالة مستمرة على المجال]b  ،a[

ع :مثال  ن لدینا التا ما یلي f(x)ل معرف 

f(x) = K x2 , x ∈ [0 , 2]0 , ذالك ماعدا

الرجال -1 232ص –مرجع ساب–سعد
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:المطلوب

مة -  ة ؟f(x)تكون  حتىkاوجد ق ثافة احتمال دالة 
و مثلھا بیانیاF(x)اوجد دالة التوزع - 

مة الاحتمال اوجد -  P(1ق < < 2)
:  الحل 

ة یجب  -1 ثافة احتمال الشرطین أنحتى تكون دالة  تحق

الأول  ان الدالة معرفة على المجال : الشر ة وما عدا هذا ]0،  2[نلاح حیث تكون موج
)المجال تكون الدالة معدومة ومنه  ) الأول محق≤ ومنه الشر

الثاني ∫الواحد  المنحني تساوالمساحة تحت أو) مجموع الاحتمالات(الدالة تكاملوهو :الشر ( ) = ∫ ( ) =
الواحد  ) مجموع الاحتمالات(تكامل الدالة  ساو

( ) = = = =
= − = [ − ] = ⇒ =

ح الدالة  f(x)ومنه تص
( ) = , ∈ [0 , 2]0 , ذالك ماعدا

حیثF(x)إیجاد دالة التوزع -2

F(X) = f(x)dx
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ة لإیجاد دالة التوزع f(x)من خلال مجال التعرف للدالة  لدینا المجالات التال

>: المجال الأول 0 ا ∈ [−∞ , 0]
F(X) = f(x)dx = 0

غیر معرفة f(x)لان الدالة  الصفر ا في هذا المجال تساو

0: المجال الثاني ≤ ≤ 2 ا ∈ [0 , ح لدینا [2 ص

F(X) = f(x)dx = x2 dx = x4 = x4
2: المجال الثالث ≤ ا ∈ [2 , +∞]

F(X) = f(x)dx = x2 dx = x4 = 1
ة  الواحد ) مجموع الاحتمالات ( لان المساحة تحت منحني دالة الكثافة الاحتمال ساو دائما 

ل التالي  ومنه تكتب دالة التوزع  على الش

F(x) = 0 , x < 0x4 , 0 ≤ x ≤ 21 , x > 2
اني لدالة التوزع  أما التمثیل الب



ةالمتغیرات:الثانيالفصل العشوائ

69

مة الاحتمال إیجاد P(1ق < < 2)
P(1 < < 2) = f(x)dx = F(2) − F(1) = 24 − 14 = 0.75

ة للمتغیر العشوائي المستمر - ج : الممیزات العدد
اضي -1 الرمز للمتغیر العشوائي المستمر : E(X)التوقع الر رمز لها  الرمزأو E(X)و ( عطي( ة و  العلاقة التال

E(X) = x ∗ f(x)dx
 اضي : خواص التوقع الر
-= CE(C)حیثCثابت
-= C + E(X)E(C+X)

-= C E(X)E(CX)

-= E(X)E[  E(X) ]

0
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این -2 این: V(X)الت م الت تشتت  مختلف الق عبر عن مد س التشتت و  هو احد مقای
مة المتوسطة  ز الثاني أوحول الق ارة عن العزم المر و هو ع ة أوالوس من الدرجة الثان

ونمیز بین نوعین من العزوم 
طة س ةالعزوم ال الرمز  :أو الابتدائ Mو یرمز لها  (X) ة العلاقة التال وتعطي  M (X) = ∫ x ∗ f(x)dxحیثK درجة العزم الابتدائي

=ان إذاومنه 0⟹ M (X) = ∫ x ∗ f(x)dx = ∫ ( ) = 1
=ان إذاو  1⟹ M (X) = ∫ x ∗ f(x)dx =

x ∗ f(x) = E(x)
هو التوقع الراضي K=1الأوليالعزم الابتدائي من الدرجة إذا

 ة ز الرمز : μالعزوم المر الحسابي و نرمز لها  وتعطي μو هي تكون حول الوس
ة   (X)العلاقة التال = ∫ [x − E(x)] ∗ f(x)dx

=:   ان  إذالدینا  0⟹ ( ) = 1
ان إذا:= 1⟹ ( ) = ∫ [x − E(x)] ∗ f(x)dx = 0
ان إذا    := 2⟹ ( ) = M (X) − [E(X)] = ( این ( هو الت أ

ة  العلاقة التال این  V(X)ومنه تعطي علاقة الت = M (X) − [E(X)]
ة    أو V(X)العلاقة التال = ∫ [x − E(x)] ∗ f(x)dx

Mحیث  هو (X) ة العزم الابتدائي  من الدرجة الثان
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M (X) = x ∗ f(x)dx
این :خواص الت
V(C)=0
V(C+X) = V(X)
V(CX) = C2 V(X)

ار–3 :δ(x)الانحراف المع

این  عي للت ارة عن الجذر التر الرمز )1(هو ع ة، و δ(x)و یرمز له  العلاقة التال عطي  δ = ( )
مة عن  رة سل عطي ف س استخداما ، لأنه  )2(الظاهرة المدروسة تشتت و هو من أكثر المقای

ن محلولة  تمار

ن ن لدینا المتغیر العشوائي :الاولتمر ة Xل ما امعرفf(x)المعرف بدالة الكثافة الاحتمال
یلي 

f(x) = C√x , 0 < ≤ 40 , ذالك ماعدا

:المطلوب 

مة -  اCاوجد ق ان ة ؟f(x)ومثل ب ثافة احتمال دالة 
؟و مثلھا بیانیاF(x)اوجد دالة التوزع - 
این E(x)اوجد التوقع الراضي-  ارV(x)و الت ؟δو الانحراف المع

، ص -1 158برنار غره ، مرجع ساب
، ص -2 63شرف الدین خلیل ، مرجع ساب
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مة الاحتمال -  P(0اوجد  ق < ≤ 2) ،P(x = 2)،P(x ≥ 1), P(1 < ≤ 4)
مة الثابت إیجاد:الحل  ة أنما Cق ثافة احتمال الثاني وهو فإنهاالدالة دالة  الشر تحق

∫الواحد   المنحني تساوأو المساحة تحت ) مجموع الاحتمالات(تكامل الدالة  ( ) = ∫ ( ) =
الواحد  ) مجموع الاحتمالات(تكامل الدالة  ساو

( ) = C√x = √ = √ =
= = = √ =

= √ − √ = [ ] = ⇒ =
ح الدالة  f(x)ومنه تص

f(x) = √ , 0 < ≤ 40 , ذالك ماعدا

اني لدالة ةf(x)أما التمثیل الب ثافة احتمال دالة 
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1- F(x)إیجاد دالة التوزع  حیث

F(X) = f(x)dx
ة لإیجاد دالة التوزع f(x)من خلال مجال التعرف للدالة  لدینا المجالات التال

>: الأولالمجال  0 ا ∈ [−∞ , 0]
F(X) = f(x)dx = 0

غیر معرفة f(x)لان الدالة  الصفر ا في هذا المجال تساو

0: المجال الثاني  ≤ ≤ 4 ا ∈ ]0 , ح لدینا [4 ص

F(X) = f(x)dx = 14√x dx = 14 1√x dx = = 14 2√x = 12 √x
4: المجال الثالث  ≤ ا ∈ [4 , +∞]

F(X) = f(x)dx = 14√x dx = 1
ة  الواحد ) مجموع الاحتمالات ( لان المساحة تحت منحني دالة الكثافة الاحتمال ساو دائما 
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ل التالي  ومنه تكتب دالة التوزع  على الش

F(x) = 0 , x < 012 √x , 0 ≤ x ≤ 41 , 4 ≤ x
اني لدالة التوزع  أما التمثیل الب

این E(x)الراضيإیجاد التوقع-2 ارV(x)و الت δو الانحراف المع
اضي E(x)التوقع الر

E(X) = x ∗ f(x)dx = x ∗ f(x)dx = x ∗ 14√x dx
= 14 x√x dx = 14 x ∗ x dx = 14 x dx = 14 23 x
= 14 23 4 − 0 = 1.33

 این ة V(x)الت العلاقة التال این  V(X)تعطي علاقة الت = M (X) − [E(X)]
Mهوحیث (X) ة العزم الابتدائي  من الدرجة الثان
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M (X) = x ∗ f(x)dx = x × 14√x = 14 x√x =
14 X × X = 14 X = 14 25 × X

E(X)ولدینا  = این  1.33 ومنه الت

V(X) = 14 25 × X − (1.33) = 1.43
ار δالانحراف المع = V(X) = √1.43 = 1.2

م -3 ةحساب  ق P(0الاحتمال التال < ≤ 2) ،P(x = 2)،P(x ≥ 1), P(1 < ≤ 4)P(0 < ≤ 2) = F(2) − F(0) = 12 √2 − 0 = 12 √2P(X = 2) = الصفر 0 لان الدالة مستمرة و المساحة تحت النقطة تساو

P(x ≥ 1) = 1 − P(X < 1) = 1 − F(1) = 1 − 12 √1 = 12P(1 < ≤ 4) = F(4) − F(1) = 12 √4 − 12 √1 = 12
ن  ن لدینا:الثاني التمر يمعرفة على النحو التالXللمتغیر العشوائي F(x)التوزع دالةل

F(x) = 0 x ≤ 0ax 0 < ≤ 11 x > 1
: المطلوب 

ة إیجاد-1 )دالة الكثافة الاحتمال ؟ (
؟aحساب الثابت -2
مة الاحتمال المحصور بین إیجاد-3 0.50و 0.25ق
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: الحل 

ة لدالة الكثافة - 1 اشتقاق دالة التوزع لأنها الدالة الأصل ة نقوم  لإیجاد دالة الكثافة الاحتمال
ة  ]أالاحتمال ( )] = ( )

ان xإذ  ≤ ]فان  0 ( )] =
0ان إذا < ≤ ]فان 1 ( )] =
xان إذا > ]فان  1 ( )] =

ما یلي  ة  ح دالة الكثافة الاحتمال ومنه  تص

f(x) = 2ax 0 < ≤ 10 ذلك ماعد

ما aحساب الثابت -2 ة فإنها تحقأن،  ثافة احتمال الثاني وهو الدالة دالة  تكامل الشر
الواحد   ) مجموع الاحتمالات(الدالة  ∫أو المساحة تحت المنحني  تساو ( ) = ∫ ( ) =

الواحد  ) مجموع الاحتمالات(تكامل الدالة  ساو

( ) = 2ax = 2a = =
= − = = ⇒ =

ح الدالة ةومنه تص f(x)الكثافة الاحتمال
f(x) = 2x 0 < ≤ 10 ذلك ماعد

مة الاحتمال المحصور بین حساب-4 0.50و 0.25ق
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( . < < 0.50) = ( ).
. = ( . ) − ( . )= ( . ) − ( . ) = .

ن الثالث  ن لدینا المتغیر العشوائي :التمر ة Xل معرفا f(x)المعرف بدالة الكثافة الاحتمال
)ما یلي ) = (2 + 3 + 1 ) ∈ [0 , 3]

مة: المطلوب  ؟kالثابتاوجد ق

؟F(x)اوجد دالة التوزع - 
این E(x)اوجد التوقع الراضي-  ارV(x)و الت ؟δو الانحراف المع
مة الاحتمال - P(1اوجد  ق < ≤ 2)

: الحل 

مة الثابت إیجاد - 1 ة فإنها تحقkق ثافة احتمال الثاني وهو ما ان الدالة دالة  تكامل الشر
الواحد     ) مجموع الاحتمالات(الدالة  ∫أو المساحة تحت المنحني  تساو ( ) = ∫ ( ) ومنه نحسب التكامل =

ح ∫ص f(x)dx = ∫ f(x) dx = 1
⟹ k (2 + 3 + 1 ) dx = k 2x dx + 3x dx + 1 dx = 1

⟹ k 2 x3 + 3 x2 + x = 1
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⟹ k 2 33 + 3 32 + 3 − 0 = 1 ⟹ k 2076 = 1 ⟹
k = ⟹ k =

حیثF(x)إیجاد دالة التوزع -2

F(X) = f(x)dx
ة لإیجاد دالة التوزع f(x)من خلال مجال التعرف للدالة  لدینا المجالات التال

>:المجال الأول  0 ا ∈ ]−∞ , 0]
F(X) = f(x)dx = 0

غیر معرفة f(x)لان الدالة  الصفر ا في هذا المجال تساو

0: المجال الثاني ≤ ≤ 4 ا ∈ ]0 , ح لدینا [3 ص

F(X) = f(x)dx = 269 (2 + 3 + 1 ) dx
⟹ 269 2x dx + 3x dx + 1 dx = 269 2 x3 + 3 x2 + x

4: المجال الثالث ≤ ا ∈ [3 , +∞[
F(X) = f(x)dx = 269 (2 + 3 + 1 ) dx = 1

ة  الواحد ) مجموع الاحتمالات ( لان المساحة تحت منحني دالة الكثافة الاحتمال ساو دائما 
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ل التالي  ومنه تكتب دالة التوزع  على الش

F(x) = ⎩⎨
⎧ 0 , x < 0269 2 x3 + 3 x2 + x , 0 ≤ x ≤ 31 , 3 ≤ x

ل - 3 این E(x)الراضيمن التوقعإیجاد  ارV(x)و الت δو الانحراف المع
اضي E(x)التوقع الر

E(X) = x ∗ f(x)dx = x ∗ f(x)dx
= x ∗ 269 (2 + 3 + 1)dx
= 269 (2 + 3 + )dx = 269 2 x4 + 3 x3 + x2
= 269 2 34 + 3 33 + 32 − 0 = 14469 = 2.086

 این ة V(x)الت العلاقة التال این  V(X)تعطي علاقة الت = M (X) − [E(X)]
Mهوحیث (X) ة العزم الابتدائي  من الدرجة الثان

M (X) = x ∗ f(x)dx = x ∗ 269 (2 + 3 + 1 )dx ⟹
269 (2 + 3 + )dx ⟹ = 269 2 5 + 3 4 + 3

= 269 2 35 + 3 34 + 33 − 0 = 4.839
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E(X)ولدینا  = این  2.086 V(X)ومنه الت = 4.839 − (2.086) = 0.487
ار δالانحراف المع = V(X) = √0.487 = 0.697

مة الاحتمال - 4 P(1إیجاد  ق < ≤ 2)
( < < 2) = ( ) = ( ) − ( ) = .

ع  ن الرا : التمر

ة لدینا لتكن  ماf(x)دالة   الكثافة الاحتمال )یلي معرفا  ) = 1 − |1 − | ∈ [0 , 2]
:المطلوب 

ا  f(x)برهن أن -  ان ة  ثم مثلها ب ثافة احتمال ؟دالة 
؟F(x)اوجد دالة التوزع - 
این E(x)اوجد التوقع الراضي-  ارV(x)و الت ؟δو الانحراف المع
مة الاحتمال - Pاوجد  ق < ≤
f(x)لدینا من خلال مجال تعرف الدالة: الحل 

|1 − x| = 1 − x ; x ≤ 1x − 1 ; x ≥ 1
ح الدالة f(x)ومنه تص

f(x) = x , 0 ≤ x < 012 − x , 1 ≤ x ≤ 20 , x ∉ [0 , 1]
ة یجب   ثافة احتمال الشرطین أنو حتى تكون دالة  تحق



ةالمتغیرات:الثانيالفصل العشوائ

81

الأول ة على مجال تعرفها  وما عدا هذا المجال تكون الدالة : الشر ان الدالة موج نلاح
)معدومة ومنه  ) الأول محق≤ ومنه الشر

الثاني أو المساحة تحت المنحني  تساو) مجموع الاحتمالات(تكامل الدالة وهو : الشر
∫الواحد      ( ) =

الواحد  ) مجموع الاحتمالات(تكامل الدالة  ساو

( ) = + 2 − = 2 + 2 − 2
= 12 + 12 = 1

ة f(x)ومنه الدالة  ثافة احتمال دالة 

اني =لدینا التمثیل الب 0⟹ (0) = 0= 1⟹ (1) = 1= 2⟹ (2) = 0
اني للدالة هو  ومنه  التمثیل الب

ة F(x)دالة التوزع إیجاد- 2 من خلال مجال التعرف لدینا المجالات التال

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

1,2

0 1 2

f(x)

Xi
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ان إذا≤ 0⟹ ( ) = 0
0ان إذا ≤ ≤ لدینا 1

( ) = = 2
1ان إذا ≤ ≤ لدینا2

( ) = 2 − = 2 − 2
ان إذا> 2⟹ ( ) = 1

ح  ومنه  دالة التوزع تص

(x) =
⎩⎪⎨
⎪⎧ 0 , x ≤ 02 , 0 ≤ x < 012 − 2 , 1 ≤ x ≤ 21 , x > 2

این E(x)الراضيإیجاد التوقع-3 ارV(x)و الت δو الانحراف المع
اضي-1 E(x)التوقع الر

E(X) = x ∗ f(x)dx = x dx + 2 − dx
= x3 + 2x2 − x3 = 13 + 82 − 83 − 1 + 13 = 0.66

این - 2 ة V(x)الت العلاقة التال این  V(X)تعطي علاقة الت = M (X) − [E(X)]
Mهوحیث (X) ة العزم الابتدائي  من الدرجة الثان
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M (X) = x ∗ f(x)dx = x dx + 2 − dx
= 4 + 23 − 4 = 1.17

E(X)ولدینا  = این  0.66 V(X)ومنه الت = 1.17 − (0.66) = 0.73
ار δالانحراف المع = V(X) = √0.73 = 0.85

مة الاحتمال إیجاد- 3 Pق < ≤
( ) = + 2 − = 2 + 2 − 2 = 34
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ن  للحلمقترحة تمار

ن الأول Xمتعلقة برمي قطعة نرد مرتین ، ولنعرف المتغیر العشوائي Eلتكن التجرة : التمر
ارة عن  مجموع النتیجتین المتحصل علیهما  هو ع

:المطلوب 
اXقدم التوزع الاحتمالي ل  -  ان و مثله ب
ا -  ان اوجد  دالة التوزع  ومثلها ب
F(1) ،F(4) ،P(X≤0) ،P(x≥12) ،P(0<x < 10)احسب - 

ن الثاني  ظهر عند رمي زهرة Xلنفرض أن المتغیر العشوائي:التمر مثل ضعف العدد الذ
نرد مرة واحدة  

ا Xاوجد قانون التوزع الاحتمالي للمتغیر العشوائي : المطلوب  ان ذا دالة التوزع ثم مثلها ب و

ن الثالث  ة الهدف لكل :التمر ان احتمال  إصا ثلاث طلقات على هدف معین ، فإذا  نطل
ات الهدف X، وإذا عرفنا المتغیر العشوائي 0.4طلقة هو  مثل عدد إصا
: المطلوب 

ذلك دالة التوزع-  ة وضع جدول قانون التوزع الاحتمالي و لهذه التجرة العشوائ
این و -  اراحسب التوقع الراضي  و الت الانحراف المع

ع  ن الرا المتغیر العشوائي:التمر ن لدینا التوزع الاحتمالي و المتعل Xل
، علما أن العزم الابتدائي من P1 ،P3هو قانون توزع  احتمالي اوجد  Xإذا علمت أن -

ة هو  M2(x)=1.5الدرجة الثان
F(X)اوجد دالة التوزع-

ن الخامس  ن لدینا الجدول التالي  :التمر ل

210X
P31/2P1P(X=Xi)

43210Xi

0.150.350.050.250.20P(X=Xi)
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:المطلوب 
هو قانون توزع احتمالي ؟ Xiهل - 
، E(X)     ،V(X)احسب - 

F(x)دالة التوزع أوجد - 

ن السادس ة  : التمر ك الدالة التال ن لد ل

( ) = , : ≤ ≤
ذلك ماعد

:  المطلوب
)اثبت أن الدالة )1 ة ( ثافة احتمال تمثل دالة 
)اوجد دالة التوزع  )2 )
مة الاحتمال التالي )3 )اوجد ق 0 ≤ ≤ )
این  )4 مة التوقع الراضي  و الت )اوجد ق )E،( )

ع ن السا ن :التمر الدالة xل ة مستمرة معرفة  متغیرة عشوائ

( ) = ⎩⎪⎨
⎪⎧12 , : 1 ≤ ≤ 3

0 ذلك ماعد
:المطلوب

)اثبت أن الدالة )1 ة ( ثافة احتمال اومثلها‘  تمثل دالة  ان ب
)اوجد دالة التوزع  )2 اومثلها‘ ( ان ب
مة الاحتمال التالي )3 )اوجد ق 2 ≤ ≤ 2.5 )
این  )4 مة التوقع الراضي  و الت )اوجد ق )E،( )
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ن الثامن ة  :التمر ك الدالة التال ن لد ل

( ) = , : 1 ≤ ≤ 4
0 , ذلك عدا ما ف

:المطلوب 
مة الثابت )1 ة حتىcاوجد ق ثافة احتمال تكون الدالة دالة 
ة )2 ارسم دالة الكثافة الاحتمال
مة الاحتمال)3 )اوجد ق 1 ≤ ≤ 3 )
اینواحسب التوقع الراضي )4 الت

ن التا ـن :سعالتمر ثافته Xل ل متغیر عشوائي دالة  ة، مجال تعرفها مبین في الش الاحتمال
:التالي
ة ومجال تعرفها؟-1 أوجد دالة الكثافة الاحتمال
ا؟-2 ان أوجد دالة التوزع ومثلها ب
این؟-3 أحسب التوقع الراضي والت

1/6

20

f(x)

x
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الفصل الثالث  قوانین التوزیعات الاحتمالیة 
المنقطعة والمستمرة

توزیع برنولي–أ •
)توزیع ذو حدین ( التوزیع الثنائي –ب •
:  توزیع بواسون -ج•
:  د  التوزیع  الھندسي  •
:   التوزیع فوق الھندسي –ق •
ك التوزیع المنتظم  •

:  التوزیع المنتظم –أ •
الآسي ) القانون ( التوزیع -ب•
التوزیع الطبیعي -ج•
:  التوزیع الطبیعي المعیاري -د•
توزیع كي مربع- ك•
توزیع ستودنت -د•
توزیع فیشر - ط •
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ة: الفصل الثالث  عات الاحتمال المنقطعة والمستمرةقوانین التوز

ة المنفصلة و المستمرة ، و : تمهید إلي مفهوم المتغیرات العشوائ تطرقنا في الفصل الساب
ة الشائعة الاستعمال و  سینصب اهتمامنا في هذا الفصل علي عدد من التوزعات الاحتمال

قات  ةالإحصاالاستخدام في التطب القرار و التي تهم الأغراضالمتعددةئ ان إدارمتخذ سواء 
اسي أواو اقتصاد ن التطرق إلا، س م عها و إليانه لا  عض منها  والتي إنماجم سنتناول  

ة  اة العمل ثیرة الاستعمال في الح هي 

ة المنقط: أولا  المتغیرة العشوائ ة الخاصة  عات الاحتمال :عةقوانین التوز

ر إلیهانتطرق التي سبین ابرز التوزعات المنقطعةن وم توزع برنولي ، توزع الثنائي ، : نذ
)1(فوق الهندسي ، التوزع الهندسيتوزع بواسون ، التوزع ما

ع برنولي–أ  ة القرن توز مس برنولي في نها تشفه ج اسم م لاد17سمي هذا التوزع  ، للم
عد توزعه  أماتجرة تكون نتیجتها أنهالبناء التوزع الثنائي ، وتعرف تجرة برنولي الأساسو

احتمال  احتمال أوPنجاح وتحدث  )q=1-P()2(   الفشل  وتحدث 

هما أخذلتجرة برنولي  ) X(المتغیر العشوائي إن متین فق تمثل حالة 1حیث ) 0 , 1( ق
تبتمثل حالة الفشل 0النجاح ، و  X ~ B(1, p)، و ن

ة جودة: علي تجارب برنوليأمثلة تكون إنإماالمختارة الوحدةالصناعي الإنتاجمراق
قة للمواصفات قة) نجاح ( مطا مجموعة من  أو، ) فشل ( او غیر مطا تدقی

حة ( المستندات  حةأوصح ) غیر صح
ع برنولي غة العامة لتوز غة : الص علي النحو التالي برنوليالعامة لتوزعتعطي الص

P(x = x) = P (1 − P) x = 0 , 10 ذلك ماعد

=حیث   1 )،   و  − = 1) )و  = = 0) =
العتوم  -1 271ص –مرجع ساب-شفی
اسین طعمة  -2 مانحسن  78ص –مرجع ساب–حسین حنوش إ
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و الجدول التالي یلخص هذا التوزع  

اني  أما تمثیلها الب

ع برنولي مجموعة من الخصائص: خصائص توز تجرة أنحیث )1(یتمیز هذا التوزع  أ
ة تسمي تجرة برنولي  التال الشرو ة تحق :عشوائ

 إما نجاح فشل أولكل محاولة نتیجتین فق
 ل محاولة مستقلة عن نتیجة المحاولة الأخرنتیجة 
  ذلك احتمال الفشل p ،q=1-Pاحتمال النجاح ثابت و

 ة و تتمیز إن دالة التوزع  الاحتمالي لتجرة برنولي تدعي بدالة الكثافة الاحتمال
ة  الخصائص التال

م المتغیر أنها-  مة من ق معني ان لكل ق مة   مة واحدة ) x( دالة وحیدة  الق هناك ق
للدالة  f(x=xi(فق

متها بین الصفر و اأنها-  ة و تتراوح ق 0لواحد        دالة موج ≤ ( = ) ≤ 1
ة أن-  م الاحتمال الصفر )x(المقابلة   للمتغیرة p(x=xi)مجموع الق تساو

(1 − ) = 1
ة  ع برنولي الممیزات  العدد : لتوز

مال   -1 62ص –مرجع ساب–الاحصاء الاستدلالي -بوعظم 

10Xi
pq=1-PPi

0 1

q

P

Xi

f(x)
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 اضي .E(X) = Σ  xi.pi = 1.p + 0.q = p => E(X) = p:  التوقع الر

این )لدینا  :الت ) = ( ) − ( ( ))( ) = . + . =
)و منه        ) = − = . ( − ) = . ⇒ ( ) =

ار ):الانحراف المع ) = ( ) =
ة وعرفنا المتغیر العشوائي عند رمي قطعة نقود متجانسة مرة واحدة في تجر : مثال  ة عشوائ

 )x(یتمثل في ظهور الصورةF دالة التوزع الاحتمالي للمتغیر إیجاد، فالمطلوب )x ( مع
این ؟ رسم دالة الاحتمال ، ثم حساب التوقع الراضي و الت

P(x:الحل  = x) = P (1 − P) x = 0 , 10 ذلك ماعد

)،    card Ω= 2و Ω= {F , P}لدینا   ) = , ( ) =
f(x)ومنه    = P(x = x) = ( ) ( ) x = 0 , 10 ذلك ماعد

اني ا : لتمثیل الب

ة اضي : حساب الممیزات العدد :التوقع الر

10Xi

2/12/1P(x=xi)

0 1

12
1

Xi

f(x)
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E(X) = Σ  xi.pi = 0  . + 1 . = => E(X) =

این )لدینا  : الت ) = ( ) − ( ( ))( ) = . + . =( ) = . 12 + 12 . = 12
)و منه        ) = − = = . ⇒ ( ) =

ار ):الانحراف المع ) = ( ) = =
ع الثنائي –ب  ع ذو حدین ( التوز ) :توز

ن عند تكرار تجرة برنولي عدد ثابتا من المحاولا مرة فإننا في هذه الحالة nت المستقلة و ل
ل مرة  احتمالإمانحصل في  احتمال Pعلي حالة نجاح  ه فان (q=1-P)او حالة فشل  وعل
)المتغیر العشوائي  مثل عدد مرات النجاح ( قال له توزع ذالذ لهذا النوع من التجارب 

ل التالي ، وتعطي دالة الت)1(التوزع الثنائيأوحدین  الش وزع الاحتمالي له 

f(x) = P(x = x) = ∁ p (1 − p) x = 0 ,1,2,3, … … . . n0 ذلك ماعد

ون عدد المحاولات  : ملاحظة ح توزع برنولي n=1عندما  ص فان التوزع 

رم ل التالي     و الش ↝ز لهذا التوزع  ( , )
وك ثنائي الحدین إن ارة عن الحد العام لمف حدین هي ع )]دالة التوزع الاحتمالي لتوزع ذ + ) ل من ) ثنائي حد نیوتن ( [ علي  طل ة هذا التوزع ، و و من هنا جاءت تسم ( , ↝معلمات التوزع ( ( , )

ستعمل هذا التوزع ة )2(متى  التال ستعمل عندما تتوفر الشرو :؟ 

قاتها–ول احمد علي  الزغ-1 127ص 1999–عمان الأردن –دار الفرقان للنشر و التوزع -مقدمة في الاحتمالات  و تطب
عبد النور-2 79ص –مرجع ساب-مساو
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ل محاولة إلي نتیجة واحدة من بین النتیجتین إما نجاح أو فشل -  تؤول 
من خلالها حدث معین تعاد التجرة في نفس الظروف عدد -  من المرات و یتحح

0)من المرات حیث Kعدد  ≤ ≤ )
ل محاولة تعدإن-  الأخر مستقلة عن نتیجة المحاولات نتیجة 
ع المحاولات إن-  ذلك الفشل Pاحتمال النجاح ثابت لجم qو 

المتغیر العشوائي لدینا ظاهرة -  ة ممثلة  )عشوائ و التي تخضع للقانون الثنائي (
من خلالها مثلا الحادث التجرة عدد أعیدتحیث  Kعدد Aمن المرات و تحق

ا n(هو Aلتالي فانه عدد تحقمن المرات ، و - k ( من المرات و احتمال ذلك
.ساو

ن  للحدث -  عدد Aم المن المرات ولكن Kان یتحق مختلفة و عدد هذه بإش
قات لعدد الأخیرة ارة عن عدد التوف من عناصر المأخوذةمن العناصر Kهو ع
یلها اعددها ن تش م f(x)∁التي  = P(x = x) = ∁ p (1 − p)

1(أهم استخدامات القانون الثنائي( :
ار  الجودة -  للمواصفات أومواف( اخت )غیر مواف
ةنتیجة رمي -  ة أوصورة  ( عملة معدن ) تا
دراسة السوق - 
ةأو ، إسقاطهاعدم أوطائرة  إسقا-  إصابتهعدم أوهدف معین إصا
ة -  )لاأویدخن ( التدخین للطل
متحان نجاح أو رسوبنتیجة الا- 
  ة له ارة عن جمع عدد أنعلي أساس :الممیزات العدد من القانون الثنائي هو ع

ما یلي  این له  ن حساب التوقع الراضي و الت م : المتغیرات لبرنولي 
 اضي : E(x)التوقع الر

اسین طعمة -1 82ص –مرجع ساب–حسن 
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E(X) = E(X1 + X2 + … Xi + … + Xn) = ΣE(Xi) = Σpi = n p =>
E(X) = np

این  ,V(X)  :V(X) = V(X1 + X2 + … Xi + … + Xn)الت
V(X) = ΣV(Xi) = Σpq => V(X) = npq

ار ):      الانحراف المع ) = ( ) =
ة متجانسة خمسة مرات متتا:مثال ان المتغیر العشوائي عند رمي قطعة نقد ة و مثل (X)ل

المطلوب:التي تظهر  Fعدد  الصور 

ة دالة التوزع للمتغیر العشوائي -  تا
إیجاد احتمال ظهور أرعة صور - 
مة الاحتمال -  )حساب ق 1 ≤ ≤ 3)
ة لهذه التجرة -  اوجد الممیزات العدد

↝لدینا     : الحل  ( , ),n=5,p=½

f(x) = P(x = x) = ∁ 12 (12) x = 0 ,1,2,3,4,50 ذلك ماعد

إیجاد احتمال ظهور أرعة صور - 

f(4) = P(x = 4) = ∁ 12 12 = 532
مة الاحتمال حساب-  )ق 1 ≤ ≤ 3)( 1 ≤ ≤ 3) = ( = 2) + ( = 3)

= ∁ 12 12 + ∁ 12 12 = 1032 + 1032 = 1016
ة : الممیزات العدد

 اضي :      E(x)التوقع الر
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E(X) = np = 5  .  0.5 = 2.5

این  :  V(X)الت
V(X) = npq = 5  . (0.5 ) . (0.5) = 1.25

ار ):      الانحراف المع ) = ( ) = √ . = .
ع بواسون -ج ↝: توز ( )

ستعمل إذا  من nاحتمال عدد معین من النجاحات من بین عدد لإیجادان  التوزع الثنائي 
ستعمل المحاولات ، فان توز  ة معینة لإیجادع بواسون  أونفس الاحتمال و لكن في فترة زمن

ة دالوحأنمنطقة محددة ،  ة قد تكون ثان قة أوة الزمن الخ ، ...او شهر أسبوعأوساعة أودق
ان أما تاب صفحةون أنفأماالم من الأقسام قسم أومن 

قي القانون الثنائي ت ة لتطبی المطلو سارة المفعول عند استعمال قانون بواسون إن الشرو

ل محاولة الي نتیجة-  من بین نتیجتین متنافیتین واحدةتؤول 
عض فان حدوث النجاحات إذا-  عضها ال ة منفصلة عن  افترضنا وجود عدة فترات زمن

أخرفترة مستقلة عن حدوث النجاحات في فترة أفي 
قي عدد النجاحات في وحدة من-  ثابت الزمن ی
ون صغیر جدا ) (معدل النجاحات  -  ة معینة معلوم و  التي تحدث في فترة زمن

بیر  جدا تؤول  ون  ذلك عدد التجارب التي یتم إجرائها  ة  ،  إليیؤول الي ما لانها
ة  )1(ما لانها

 غة قانون بواسون ة :ص غة التال الص )2(ان دالة احتمال توزع لابواسون تعطي 

f(x) = P(x = x) = λ λ! , ( x = 0 ,1 ,2, … )
عي النبیر:eحیث  e = 2.718هو الأساس اللوغارتمي الطب

مال -1 67ص -مرجع ساب–الإحصاء الاستدلالي –بوعظم 
شبیجل -2 ان –لسلة شوم س–الإحصاء–مورا ان عبد الحمید شع ة –ترجمة شع ة للاستثمارات الثقاف عة –الدار الدول الط

عة  198ص –مصر -2004–السا
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ة معینة معدل عدد :  ة دائما أوالنجاحات في فترة زمن 0λ<منطقة معینة و تكون موج

P(x=xi) : هو احتمال ظهور(x) ر الحادث تكرا( حادث في مجال معین(x) مرة في فترة
ة معینة ↝و نرمز لهذا التوزع اختصارا    )زمن ( )

 خواص قانون  بواسون :

ة الأولي   ∀:  الخاص ∈ λ λ! ≥ 0
ة  ة الثان ∑:الخاص λ λ! = ∑ ! = = 1

 ة : الممیزات العدد
 اضي E(x)     :E(X) = λالتوقع الر

 این V(X)  :V(X)  = λالت
ار ):      الانحراف المع ) = √

ع بواسون  ة: استخدامات توز ستخدم في الحالات التال

ة  مثلا خلال فإليعدد الزائن الذین یدخلون -  وم ة معینة دائرة ح ترة زمن
ات أوعدد الكوارث -  ات أوالوف ة لأمراضالراجعة الوف نادرة خلال فترة زمن
صلون -  اب الذین  ة معینة إليعدد الر محطة القطار خلال وحدة زمن
ة خلال -  المات الهاتف ةعدد الم معینةوحدة زمن

ة التي تحدإذا: مثال  عدد الحوادث المرورة الیوم ة هث علي الطرق ان متوس والخارج
: حادث واحد  ، المطلوب 

)اكتب دالة التوزع الاحتمالي ل -  x)
ما هو احتمال وقوع حادثین في یوما ما-

ات نلاح: الحل  الزمنأنمن خلال المعط ع توزع بواسون فهو متعل هذا التوزع یت

↝حیث       ( )  ،λ= 1
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ع ومنه دالة التوز

f(x) = P(x = x) = λ λ! = ! , ( x = 0 ,1 ,2, … )
P (x =2ما احتمال وقوع حادثین في یوما -  )f(2) = P(x = 2) = ! = = . = 0.184

e)1(لدینا من جدول توزع بواسون  = 0.368
ع بواسون العلاقة بین توز حدین و توز : ع ذ

ون احتمال  منه حیث عندما  حدین و مشت عد توزع  بواسون حالة خاصة من توزع ذ
ان عدد المحاولات pالنجاح    قترب من الصفر ، و إليبیر جدا و یؤول nصغیر جدا و 

م حدین صعب و  استخدام توزع ذ ة ، مما یجعل حساب الاحتمالات  ه ما لانها ن حسا
=بواسطة توزع بواسون حیث   مة . )2(معتدل الق

ع  الهندسي  ↝: د  التوز ( )
)المتغیر العشوائي  إنقال  x) برنولي هناك مجموعة من تجارب انتإذاله توزع هندسي

من احتمال النجاح ثابتأنما q=1-pاو فشل  pل تجرة لها نتیجة نجاح أنمعني 
ل تجرة مستقلة عن التجارب أخرإليتجرة  ارة (x)و المتغیر العشوائي الأخرو  هو ع

معني ان عدد التجارب غیر محدد من  عن عدد التجارب اللازمة  للحصول علي اول نجاح ، 
الحدین  توزع ذ ة  في (x)فان المتغیر العشوائي المنفصل ل الأساس، وعلي هذا )3(البدا

ارة عن عدد محاولات إجراء التجرة دون توقف حتي یتم الحصول حالة  التوزع الهندسي هي ع
ذلك فان  المحاولة أولعلي اول نجاح ، و ه  قه عدد من (x)نجاح سیتم الحصول عل تس

افتراض انه لدینا متغیر عشوائي منفصل (x-1)المحاولات الفاشلة و قدرها  مثل عدد x، و 

انظر في ذلك الملحق في أخرى المطبوعة -1
حي ابو صالح و عدنان محمد عوض -2 145ص –مرجع ساب–مقدمةفي الاحصاء –محمد ص
العتوم -3 287ص –سابمرجع –شفی
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ع التوزع الهندسي و تعطي أننجاح نقول أولللحصول علي ةالأزمالمحاولات  هذا التوزع یت
ما یلي   ة  : )1(دالة توزعه الاحتمال

f(x) = P(x = x) = P (1 − P) x = 1,2,3, … . . ∞0 ذلك ماعد

اخت عبر عنه  ↝صار ا  و ( )
ع الهندسي ة للتوز : الممیزات العدد
 اضي = E(x)     :E(X)التوقع الر

 این = =  V(X)  :V(X)الت

ار ):      الانحراف المع ) =
ةةزهر رمیت : مثال  الحصول علي احد یتمحتىعدة مرات نرد متجانسة في تجرة عشوائ
ة دالة التوزع الاحتمالي للمتغیر : المطلوب الأوجه xتا

5تحصل علي العدد حتىما هو احتمال أن تحتاج إلي أرعة محاولات علي الأقل - 
علي وجه زهرة النرد 

اینعدد المحاولات التي ) توقع ( م هو معدل -  ؟ ذلكتحتاجها وت

ة الواحة ثابت فان علالحصولاحتمال  أنما :  الحل ي احد الوجوه الست في الرم ع التوزع الهندسي = ↝ومنه التوزع یت ( )
(x)ومنه دالة التوزع الاحتمالي للمتغیر 

f(x) = P(x = x) = (1 − ) x = 1,2,3, … . . ∞0 ذلك ماعد

علي وجه زهرة النرد5تحصل علي العدد حتىاحتمال أن تحتاج إلي أرعة محاولات علي الأقل 

مان حسین حنوش -1 اسین طعمة و ا 96ص –مرجع ساب–حسن 
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( ≥ ) = − ( < 4)= − [ ( = ) + ( = ) + ( = )]
= − 1 − + 1 − + 1 −

= − + + = − = .
این ذلك ) توقع ( معدل -  عدد المحاولات التي تحتاجها وت
اضي - = E(x)     :E(X)التوقع الر = = =
این - = =  V(X)  :V(X)الت = = = =

ع فوق الهندسي –ق  ↝:  التوز ( , − )
تعد تجارب التوزع فوق الهندسي من التجارب المتكررة غیر المستقلة ، و هي من التجارب 
ة على أساس السحب بدون إرجاع  مما یجعل احتمال الحصول على صفة معینة غیر  المبن

حدین أخرإلىت لان الاحتمال یتغیر من محاولة ثاب س تجارب برنولي وتوزع ذ على ع
الإرجاع  ون فیها الاحتمال ثابت و السحب یتم  )1(التي 

على  حتو ن مثلا لدینا مجتمع  ه  Nل لنوع معین من العناصر نسمیها من العناصر ف
قي منه وهو ) نجاح ( ، ثم نختار )  فشل( لنوع اخر من العناصر نسمیها )−(اما المت

حجم  ة  ن الحصول علیها nعینة عشوائ م من بدون إرجاع ، فان عدد حالات النجاح   التي 
ه ) −(وعدد حالات الفشل هي هي  ، وعل

ار  ∁هي  من  (x)فان عدد  الطرق لاخت
ار عدد الطرق و  ∁هي  )  −(من (n-x)لاخت

ار  نة لاخت التالي عد الطرق المم هي على )  −(و من  (n-x)و  (x)و
∁. ∁الترتیب   

مان حسین حنوش -1 اسین  طعمة  و ا ص ص –حسن  100- 99مرجع ساب
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ةو عدد الطرق  ار الكل ∁)هي  Nمنnلاخت )
افتراض ن الحصول علیها و أنو  م مثل عدد النجاحات التي  لدینا متغیر عشوائي منفصل 

ع التوزع الفوق الهندسي  أن ل تأخذانت دالة التوزع الاحتمالي له إذاهذا التوزع یت الش
التالي 

f(x) = P(x = x) = ∁ ∁∁ x = 0,1,2,3, … . . n0 ذلك ماعد

اختصار  عبر عنه  ا ما  ↝وغال ( , − )
 ة له : الممیزات العدد
 اضي = E(x):E(X)التوقع الر ∗
 این =  V(X)  :V(X)الت ∗ −
ار ):      الانحراف المع ) = ( )

دعي المقدار  ح و ة أومعامل التصح المجتمعات المحدودة ( معامل الشمول )خاص 

حجم المجتمع nان حجم العینة إذا:ملاحظة  ح فان Nصغیر جدا مقارنة  معامل التصح
این في إليیؤول  این في حالة الت الت ساو این في هذه الحالة  ح الت ص ح و  الواحد الصح

حدین ( القانون الثنائي  قاعدة عامة ) توزع ذ )ان إذا، و  < 10% فانه  لا (
لا الحالتین القانون ا الإرجاع او بدون إرجاع و نستعمل في  )1(لثنائي یوجد فرق بین السحب 

ع الهواتف :مثال  بها أجهزة3، من بینها LGهاتف من  نوع 15یتوفر في احد محلات ب
احد الزائن  من هذا النوع من الهواتف دون فحصها أجهزة6عطب ، اشتر

مثل عدد الأجهزة المعطلة : المطلوب ة دالة التوزع الاحتمالي لهذا المتغیر العشوائي الذ تا

ون من ضمن ما اشتره الزون جهازن  عاطلین أناحتمال ما هو - 

شیر عبد الكرم -1 174ص –مرجع ساب–2الاحصاء –ال
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این لهذا التوزع-  اوجد التوقع و الت

حیثحالة توزع فوق الهندسيلدینا:  الحل 

N= 15    , N1=  3    ,  N- N1  = 12     ,   n=  6

مثل عدد الأجهزة المعطل-  ةدالة التوزع الاحتمالي لهذا المتغیر العشوائي الذ

f(x) = P(x = x) = (∁ ) ∁∁ x = 0,1,2,3,4,5,60 ذلك ماعد

ون من ضمن ما اشتره الزون جهازن  عاطلین-  احتمال أن 

f(2) = P(x = 2) = ∁ ∁∁ = 3(495)5005 = 0.297
این لهذا التوزع-  التوقع و الت
اضي - = E(x):E(X)التوقع الر ∗ = ∗ =
این - =  V(X)  :V(X)الت ∗ −= ∗ − = = = .

ع المنتظم  :  ك التوز

قاتستخدم التوزع المنتظم المنفصل في حالة  ةالتطب ة الإحصائ المتغیرات العشوائ المتعلقة 
احتمالاتعدد محددتأخذالتي  م  انها تجارب متجانسة مثل رمي  زهرة نرد ا من الق ة ا متساو

ان  م المنفصلة (x)مرة واحدة ، فإذا   X1, X2 ,…. Xn )أخذا عدد محددا من الق )

ون لها نفس الاحتمال   )ففي هذه الحالة  تعطي دالة ( التوزع المنتظم الذ توزع وف و
ما یلي  ة  )1(توزعه الاحتمال

189ص –مرجع ساب–و الاقتصادیین للإدارینالإحصاء–دلال القاضى واخرون -1
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f(x) = P(x = x) = 1n x = 1,2,3, … . . n0 ذلك ماعد

n> 0حیث  

ة له  : )1(الممیزات العدد

 اضي = E(x):E(X)التوقع الر

 این =  V(X)  :V(X)الت

ار ):      الانحراف المع ) =
ون  اني لها ف أما التمثیل الب

و (x)في تجرة رمي زهرة النرد مرة واحدة اكتب التوزع الاحتمالي للمتغیر العشوائي : مثال 
مثل الرقم ا ا و لظاهر على وجه النردالذ ان این هذا التوزع ، ومثله ب توقع وت

=الستة هو  الأوجهمن أالحجر متجانس فان احتمال الحصول على أنما :  الحل 
ودالة التوزع له 

عة الاول –دار الفرقان -م–مقدمة في الاحتمالات –احمد على الزغول -1 123ص –عمان الاردن -1999الط

4321

P

Xi

f(x)
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f(x) = P(x = x) = 16 x = 1,2,3,4,5,60 ذلك ماعد

 اضي = E(x):E(X)التوقع الر = = .
 این =  V(X)  :V(X)الت = = .

اني له  التمثیل الب

654321

P

Xi

f(x)



عاتقوانین: الثالثالفصل ةالتوز ستمرةوالمالمنقطعةالاحتمال

103

ا  ة المستمرة –ثان المتغیرات العشوائ ة الخاصة  عات الاحتمال :قوانین التوز

ن  م مه  ن عده ، لذا فان ق م قاس ولا  المتغیر المستمر هو المتغیر الكمي الذ أنالمقصود 
سور مثل الطول و الوزن والأجر و حجم الإراح  ، ومن  على  تمرة التوزعات المسأهمتحتو

ر التي سنتطرق إلیها هي  نذ

ع المنتظم –أ  ↝: التوز ( , )
ون المتغیر  عد التوزع المنتظم المتصل هو التوزع المناظر للتوزع المنتظم المنفصل عندما 

ستخدم في دراسة مثلا احتمال وصول البواخر )  1(العشوائي متصلا في فترة محدودة  ، و هو 
ل ذلك إلىفرغ حمولتا و أوقات مغادرتها و وصول الشاحنات إلى الموانئ لت محطة التفرغ و

خلال مجال محدد 

فه ]معرفا على المجال (x)ان المتغیر العشوائي إذا: تعر , ع القانون المنتظم ، [ یت
مة ثابأخذفانه  ة )2(على طول هذا المجال (C)ة  تق لهذا ، وتعطي دالة الكثافة الاحتمال

تالي  التوزع 

f(x) = 1β − α α ≤ x ≤ β0 ذلك ماعد

عبر عن اصطلاحا   ↝و ( , عني ، ( یتوزع وف(x)المتغیر العشوائي آنوهذا 
المعلمتین   التوزع المنت ل التالي وظم  ما في الش ا  ان مثل ب ، و

153ص –مرجع ساب–احمد على الزعول -1
ان یوسف -2 عبد النور و بر 89ص –مرجع ساب–موساو
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ن  م ما یلي إیجادو ة له  ع دالة التوزع التجم

F(x) = p(x ≤ xi) = f(x)dx = 1β − α dx = 1β − α dx
= 1β − α [x] = 1β − α [x − α] = x − αβ − α

ما یلي وتكتب د الة التوزع 

F(x) = 0 , < αx − αβ − α , x ∈ [α , β]1 , ≥ β
اني لدالة التوزع  و التمثیل  الب

1β − α
Xi

f(x)

1

Xi

F(x
)

F(x) = x − αβ − α
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ة  : الممیزات العدد

اضي  :E(x)التوقع الر

E(x) = x f(x)dx = xβ − α dx = 1β − α x2
= β − α2(β − α) = (β − α)(β + α)2(β − α) ⇒ E(x) = β + α2

این   :V(x)الت

V(x) = x − E(x) f(x)dx = (x) f(x)dx − E(x) =
1β − α x dx − E(x) = 1β − α x3 − E(x)

= α + αβ + β3 = β + α2 ⇒ V(x) = (β − α)12
ار :الانحراف المع

( ) = ( ) = (β − α)12
ن لدینا المتغیر العشوائي المتصل : مثال  ع ال(x)ل المعلمتین  یت و =توزع المنتظم  = ↝أ− ( , − )

: المطلوب 

ة لهذا المتغیر العشوائي ؟-  ة دالة الكثافة الاحتمال تا
ة له ؟-  ع ة دالة التوزع التجم تا
ة ؟-  م التال م الاحتمالات للق إیجاد ق
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( > 2) , ( ≤ 3) , (−3 < ≤ 7) , (−3 < ≤ 1)
=و =لدینا  : الحل  −↝ ( , − )
ة لهذا المتغیر العشوائي-  ة دالة الكثافة الاحتمال تا

f(x) = 1β − α α ≤ x ≤ β0 ذلك ماعد

f(x) = 18 − 2 ≤ x ≤ 60 ذلك ماعد

ة له-  ع ة دالة التوزع التجم تا

F(x) = 0 , <x − αβ − α , x ∈ [α , β]1 , ≥
F(x) = 0 , < αx + 28 , x ∈ [α , β]1 , ≥ β

ة -  م التال م الاحتمالات للق : حساب ق
 ( > 2) = 1 − ( ≤ 2) = 1 − (2) = 1 − = 0.5
 ( ≤ 3) = (3) = = 0.625

 (−3 < ≤ 7) = ( ≤ 7) − ( ≤ −3) = (7) − (−3) = 1 − 0 = 1
 (−3 < ≤ 1) = ( ≤ −1) − ( ≤ −3) = (−1) − (−3)= −1 + 28 − 0 = 18
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ع - ب ↝: الآسي) القانون ( التوز ( )
ستعمل عادة لوصف استغراق الوقت الآسيالتوزع  مهمة ما لأداءهو توزع احتمالي مستمر 

مضي حثي أوجهاز معین لإصلاحوقت اللازم الأومثل الانتظار في الطابور   الوقت الذ
ة أوقع حدث عند نقطة تقاطع معینة   عض الأجزاء الالكترون اة ل )1(الخ ....مدة الح

ن  التوزع الآسي فان دالة الكثافة (x)افتراض انه  لدینا متغیر عشوائي متصل و ل یتوزع وف
ل التالي  الش ة له تعطي  الاحتمال

f(x) = 1β e x ≥ 00 ذلك ماعد

اختصار   عبر عنه  ↝و  ( )
عني أن  المعلمة  xو هذا  التوزع الآسي  )یتوزع وف )

قابل التوزع الهندسي في المتغیرة المنقطعة ، ففي حالة التوزع الآسي : ة ملاحظ التوزع الآسي 
حصل حادث ما ، أما في التوزع الهندسي  مضي حتى  مثل المتغیر العشوائي الوقت الذ

حصل حادث ما  یتمثل المتغیر العشوائي في عدد المحاولات حتى 

مة دالة الكثافة الاأنومن  الملاح لما زادت ق ل أسي  ش ة للتوزع الآسي تتناقص  xحتمال

ة تقترب من الصفر xو عندما تقترب ة فان دالة الكثافة الاحتمال )2(من اللانها

ة لهذا التوزع  ل دالة الكثافة الاحتمال ل التالي یوضح ش والش

شیر عبد الكرم -1 183ص –مرجع ساب–ال
159ص –مرجع ساب–غول احمد على الز -2
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ع   ة: دالة التوز العلاقة التال تعطي 

F(x) = p(x ≤ xi) = f(x) dx = 1β e dx = 1β −βe
= − e − 1 = 1 − e

ة  : الممیزات العدد

 اضي = E(x):E(X)التوقع الر

 این =  V(X)  :V(X)الت

ار ):      الانحراف المع ) = =
ا :مثال  احد المواقف یتوزع توزعا اس ة  ان الفاصل الزمني بین مرور  حافلتي نقل الطل اذا 
، 4متوس المطلوب دقائ

ة-  لهذا التوزع اكتب دالة الكثافة الاحتمل
قتین لمرور حافلتین -  طول الفاصل الزمني الي اكثر من دق احسب ان 
قل  الفاصل الزمني الي عن -  قتین لمرور حافلتین احسب ان  دق
این  لمرور حافلتین -  و الت احسب المتوس

1β
Xi

f(x)

0
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↝لدینا  : الحل ( )
ة لهذا التوزع -  دالة الكثافة الاحتمل

f(x) = 14 e x ≥ 00 ذلك ماعد

قتین لمرور حافلتین حساب -  طول الفاصل الزمني الي اكثر من دق احسب ان 

p(x > 2) = 1 − p(x ≤ 2) = 1 − F(2) = 1 − 1 − e
= e = e .

قتین لمرور حافلتین حساب-  قل  الفاصل الزمني الي عن  دق ان 

p(x < 2) = F(2) = 1 − e = 1 − e = 1 − e . =
این  لمرور حافلتینحساب -  و الت المتوس
اضي - = E(x):4=E(X)التوقع الر

این -  =  V(X)  :16=V(X)الت

عي -ج ع الطب ↝: التوز ( , )
ة الأكثر  من أهم التوزعات الاحتمال ار عي المع ون أن معظم عتبر التوزع الطب استخداما 

ه ،  فان حجم  العینة  ع هذا التوزع أو تؤول إل قترب من إذاالظواهر تت بر فان التوزع  
عي  اء و )1(التوزع الطب الذ ستعمل في وصف متغیرات الأوزان و الأطوال و مستو ، حیث 

الخ ... العمر و درجات الحرات وتغیر الأجور 

فه ن افتراض انه ل: تعر عي (x)دینا متغیر عشوائي متصل و ل التوزع الطب یتوزع وف
حسابي   )بوس μ ار( ة له )  σ(  و انحراف مع تأخذفان دالة الكثافة الاحتمال

صل شاهر-1 35ص –مرجع ساب-ثائر ف
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ل التالي )1(الش

f(x) = 1δ√2π ℮ x ∈ ℛ0 ذلك ماعد

عي ثابتان  و) ,(حیث   δ)هما معلمات التوزع  الطب > 0 , −∞ < < +∞ )
πو  = ℮و  3.142286 = هو العدد النیبیر2.71828

اختصار   عبر عنه  ↝و  ( , )
اني  أما تمثیلها الب

ة حسب هذه المجالات حیث  )نجد المسحات التال − ≤ ≤ + ) = 68.26 %( − 2 ≤ ≤ + 2 ) = 95.44 %( − 3 ≤ ≤ + 3 ) = 99.74 %
ة  : الممیزات العدد

شیر عبد الكرم -1 ضا  احمد على الزغول 175–مرجع ساب–ال 179ص –مرجع ساب–و انظر أ

 - 3  +  - 2  -    + 2

نقط الإنقلاب

المساحھ الكلیھ = 1

x
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 اضي = E(x):E(X)التوقع الر ( )
 این =  V(X)  :V(X)الت

ار ):      الانحراف المع ) = ( ) = √ =
عي  ع الطب )1(تتمثل ابرز هذه الخصائص في: خصائص التوز

 المعلمتین عي معرفة  ة للتوزع الطب ↝دالة الكثافة الاحتمال ( , )
ل ال ه ش ش عي  ة للتوزع الطب ون ) الجرس ( ناقوس منحي دالة الكثافة الاحتمال و 

عند  قمته أ لذلك فإن هذا العمود یجزXمتماثلا حول المحور الرأسي المار 
ل والمساحة عي إلى قسمین متماثلین فى الش مة  .المنحنى الطب التالي ق xxو  

مة   مة الدالة  عند الق ق xXتساو 

 طرفا التوزع تمتد من إلى و یتقارب المنحيf(x) من الصفر عند الطرف

. المنحنى له نقطتا انقلاب عند X

 ح الواحد الصح ة تحت المنحنى تساو ∞−).المساحة الكل < < +∞) = ( ) = 1
 زة الثلاثة س النزعة المر تفرطحه فإن مقای ه وتوس جانب الوس( نظرا لتطاب

والمنوال  تكون ) فى منتصف التوزع ( تلتقي فى نقطه واحده ) الحسابي والوس أ
الحسابي  ة    الوس المنوال = الوس= متساو

فل --1 حي ابو صالح 156ص –مرجع ساب–مال فل 149ص -*-مرجع ساب–و محمد ص

x
 +  - 
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 عي ن  حساب المساحة تحت منحني التوزع الطب a , b   )بین النقطتین م )( < < ) = ( ) = ( ≤ ) − ( ≤ ) = ( ) − ( )

ار الحسابي و الانحراف المع اختلاف الوس عي یختلف عن  الأخر  ، ل توزع طب
مـــــة الصغـــیرة لــ     مةσالق ل مدبب، والق تعني σالكبیرة لــ تعني أن لدینا جرس طو

. أن الجرس قصیر ومفرطح

ا ، ووجد أن فقدانها لوزنها یخضع للتوزع :1مثال ام أسبوع ة لمدة ثلاثة أ ة غذائ ع سیدة حم تت
معدل  عي  ارgμ 600=الطب .gσ 200=وانحراف مع

ة التي ستفقدها السیدة من وزنها  ؟g 600الى g 400فقدت من إذاما هي النس

ba
x
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)لدینا : الحل − ≤ ≤ + ) = (600 − 200 ≤ ≤ 600 + 200)= (400 ≤ ≤ 800) = 68.26 %( − 2 ≤ ≤ + 2 ) = (600 − 2 ∗ 200 ≤ ≤ 600 + 2 ∗ 200)= (200 ≤ ≤ 1000) = 95.44 %( − 3 ≤ ≤ + 3 ) = (600 − 3 ∗ 200 ≤ ≤ 600 + 3 ∗ 200)= (0 ≤ ≤ 1200) = 99.74 %
أن المجال المطل محصورة المساحة الهي هو g 600إلى g 400وب لفقدان وزن بین نلاح

عي ل  μتحت المنحنى الطب ± 1σ معدل ة لفقد  ة المساو μأو 6000±200، اذا النس ±
1σ400)هي ≤ ≤ 800) = 68.26 %

ل المنحني فان المساحة أنما :ملاحظة  حددان ش عي   للتوزع الطب ار و الانحراف المع الوس
التالي  أتحت  الأفقي  تعتمد على هاتین المعلمتین و  الخ ع وضع جداول فإننافترة وف لا نستط

ذلك فان  ار الحسابي و الانحراف المع م الوس ع ق ه، ومن ثم لجأ لجم صعب حسا التكامل 
ة  لة راض ن استخدام توزعها الاحتمالي في Transformالإحصائیین إلى عمل تحو م حساب ، 

لة  له مثل هذه الاحتمالات، وهذه التحو ارإلىتحو عي المع )1(التوزع الطب

ار-د عي المع ع الطب ↝: التوز ( , )
عي وسطه الحسابي  ار0هو توزع طب μأ1ساووانحرافه المع σو 0 = و )2(1=

ة ثافته الاحتمال (3)تكون دالة 

f(x) = 1√2π ℮ x ∈ ℛ0 ذلك ماعد

صل شاه-1 37ص –مرجع ساب–ر ثائر ف
مان حسین حنوش -2 اسین طعمة  و ا 129ص –مرجع ساب–حسن 

3
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اختصار  عبر عنه  ↝و ( , ل التالي ، ( للتوزع الاحتماليیوضح المنحنى والش
ار عي المع الطب

اني خصائص المنحنى  ع الب عيللتوز ارالطب المع

+إلى طرفا التوزع تمتد من - 

قمته الذمتماثل حول العمود -  0عند أمر  Xلذلك فإن هذا العمود یجز
ارالمنحنى  عي المع ل فيماثلین إلى قسمین متالطب .والمساحةالش

ل-  ه الناقوس من حیث الش .ش
1Xعند انقلابالمنحنى له نقطتا - 

ةالمساحة-  ح الكل الواحد الصح .تحت المنحنى تساو

قا عرفنا لقد  م سا ة والتي تعتمد على ق ع μأن هناك العدید من التوزعات الطب ,σ ، ولتحدید
قع في الفترة المساحة تحت متغیر عشوائي  )المنحنى لتحدید احتمال أ < < ) ،

م  ة حسب ق ع ة من الجداول الطب م أعداد لا نهائ الحسابي و الانحراف یجب تصم المتوس
ار له  و .وهو من المستحیلالمع ار عي المع ، التوزع الطب ة أخر μمن ناح = 0

ري  المعیاالطبیعيللتوزیع يالاحتمالالمنحنى 

 3 12 1 0 2 3

نقط الانقلاب

المساحھ الكلیھ = 1

x

μ =0

نقطة انقلاب 
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σو  قلص حاجتنا1= ةوهو ما  ع جدول التوزع العدیدة إلى لجداول الأعداد للتوزعات الطب
ار عي المع التالي فقالطب عي ، و  توزع طب ل أ ن تحو م إلى توزع ) xبوحدات ( و

عي  ارطب على التوزع في) المساحات(ولإیجاد الاحتمالات ) zبوحدات (مع مسائل تحتو
عي م الطب م x، فإننا نحول أولا ق ةzإلى ق :)1(المناظرة لها ، من خلال المعادلة التال






م المتغیر . مه من ق ق أن أ لها إلي  المتغیرXأ ن تحو ارة م ع Zالمع یت الذ
عيالتوزع  ارالطب ل الساباستخدامالمع التحو

ار عي المع ع الطب ة استعمال جدول  التوز ↝ف ( , )
ار عي المع مة الاحتمال من الجدول التوزع الطب ة )2(یتم استخراج ق عبر المراحل التال

 ل المتغیرة ارة (x)تحو إلي متغیرة مع

↝ ( , )⟺ = − ↝ ( , )
ة مة الجدول ع التوزع فان الق مثل تا تسمح  بإعطاء f(Z)ما أن الجدول 

ل التالي ا )لاحتمالات التي تكون على الش ) = − = ( < ) = ( ≤ )
م إن سمح بإعطاء الاحتمالات المقابلة لق ة فق(z)الجدول  الموج

 ( ≤ ) = ( ≤ )
 ( ≤ − ) = ( ≥ ) = − ( ≤ ) = − ( )
 ( > ) = − ( ≤ ) = − ( )
 ( > − ) = ( ≤ ) = ( )

ان  عددین موجبین  فان إذا

1 -Dennis D. Wackerly, William Mendenhall and Richard L. Scheaffer (2008),
Mathematical Statistics with Applications, 7 th Edition, Thomson Books, USA.- p180

الملحق في أخرى المطبوعة انظر في ذلك-2
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 ( ≤ ≤ ) = ( ≤ ) − ( ≤ ) = ( ) − ( )
 (− ≤ ≤ ) = ( ≤ ) − ( ≤ − ) =( ≤ ) − − ( ≤ ) = ( ≤ ) − = ( ) −

ار عي المع ها نحصل علیz=1.27و z=0بینلحساب الاحتمال تحت المنحنى الطب
مة  عي1.27مقابلة للق ارفي جدول التوزع الطب مةzعمودففي، المع الق نبدأ 

ا ونتحرك)1.2( ثم نقرا )07.(في الصف المناظر لها حتى نصل إلى العمود المعنون أفق
م الاحتمال داخل الجدول  مة التي نحصل علیها ق ما هو موضح في . )0.8980(وتكون الق

ل  اختصار الش

:ملاحظات

1)(  ZP

 الصفر نقطة تساو p(z= a)=0المساحة تحت أ
5.0)0( ZP )0(ZP

ان : مثال   فأوجدا Zإذا  ار عي المع ع التوزع الطب ا متصلا یت متغیر عشوائ
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1.)54.1( ZP

2.)08.1(  ZP

3.)21(  ZP

: الحل 

اشرة  -1 P( Z>.0 = ( 93821.54نقرأها من الجدول م

2-p(z≤1.8)-(1-1.8) =p(z≤0)-<P(Z–0)<P(Z=0 )<Z<1.8-P(
= 0.5-1 + 0.9641 = 0.4641

P( 1 < Z < 2 ) = P( Z < 2 ) – P( Z < 1) = 0.9772 -0.8413=0.1359 3-

اً متوسطه : 2مثال ع ع توزعاً طب ة  تت انت أطوال مجموعه من الطل سم و 168إذا 
ار ة . سم6انحرافه المع اً أحدا لطل ون طوله. أخذنا عشوائ :ما هو احتمال أن 

سم؟159أقل من .1
سم؟180أكبر من.2
؟سم 174سم  و , 165المجال ون طوله واقعاً في أن.3
ة Xإذا جعلنا : الحل اً Xفإن , ترمز لأطوال الطل ع ع توزعاً طب اً یت تكون متغیراً عشوائ

ار168متوسطه  تب .سم6سم ، وانحرافه المع ↝و ن ( , )
سم159أقل من ون طول الطالب أناحتمال .1

؟سم180أكبر منون طول الطالبأناحتمال - 2

سم 174سم  و , 165المجال واقعاً في لطالبون طول اأناحتمال -.1

  066.09332.01)5.1(15.1P

6

168159

σ
μx

P159)XP(









 






zpZ

   

0228.09772.01

2P-12P
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168801
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μx

P)180XP(









 




 ZZ

 
0.53280.3085-0.8413

)0.5- ZP(-)1 ZP(15.0P
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ي مرع-ك ع  : ↝توز

قات  ة الشائعة الاستخدام  حیث توجد له تطب ع   من التوزعات الاحتمال تر ا عتبر توزع 
ة للتوزع  ة الثان أتي في المرت ن معها القول أنه  م عيعدیدة بدرجة  ثرةالطب من حیث 

قاته .تطب

ارX1 ،X2 ،X3   ،......Xnلتكن  عي المع ع التوزع الطب ة مستقلة تت متغیرات عشوائ ↝ (0 , ة (1 مرع تساو، ولتكن المتغیرة العشوائ ا

= + + … … … + =
مرع المتغیرة أن، ونقول من درجات الحرة Vلعدد ي مرع  ا ع التوزع  تت

تب Vبدرجة حرة  ↝: و ن
ثافة أوهي درجة الحرة و هي تمثل حجم العینة vحیث  ة و له دالة  عدد المتغیرات العشوائ

ة  العلاقة التال ة تعطي  )1(احتمال

( ) = , > 0, ≤
اختلاف درجات ،دالة قاماهيحیث   مرع  ا ل منحي  ما الحرةو یختلف  ش

ل  )2(هو موضح في الش

شیر عبد الكرم -1 186ص –مرجع ساب–ال
2 -Neil A. Weiss (2017), Introductory Statistics, Pearson Education Limited,Tenth edition,
England.p-599
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ة ع )Fدالة التوزع أما الدالة التجم ما یلي( تكتب 

( ≤ ) = , ≥, < 0
ة  : الممیزات العدد

 اضي = E(x):E(X)التوقع الر

 این =  V(X):V(X)الت

ع  تر ا :أهم استعمالات 

معین -  تقرب توزع تجربي بتوزع نظر
ار تجانس عینتین -  أكثرأواخت
ة -  ف ات  ة لمعط ار الاستقلال اخت
قة -  ار حسن المطا )1(اخت

ع  مر ا ع  : خصائص توز

ة دائما   إن-  مرع موج ا مة  )ق > 0)
الحسإن-  = E(X)ابي هو عدد درجات الحرة للتوزعالوس V
این هو ضعف درجات الحرة إن-  =  V(X)الت 2V

صل شاهر -1 41ص –مرجع ساب–ثائر ف

تغیر منحي كاي تربیع حسب درجة الحریة 
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مین إن-  نحو ال مرع ملتو ا ) التواء موجب ( منحني توزع 
اینالمتوسزادلماالحرةدرجاتزادتلما-  التاليوالت منحنىتفرطحدرجةتزدادو

قتربامرعتوزع لهو عيالتوزعىمنحنمنش .الطب
مرع او : 1ملاحظة  ا م التي تقع إیجادلإیجاد المساحة تحتي منحني  أوسارها إليالق

مرعمینها  ا سجل عدد درجات الحرة في العمود )1(مساحة  معینة نستعمل جدول  حیث 
سر سجل المساحات الأ مرع على الخإليو  ا مة  مالأفقيسار  ق او نسجل ق ة 

عبر عن ذلك ب  ≥مرع  داخل الجدول و  ( , )
مة مثال سار اوجد ق 10عند درجة حرة 0.99إلي 

( , ) ⟹ ( , . ) = .

مرع نعتمد على تعین : 2ملاحظة ة لكا مة المتغیرة ل كفي الجداول الإحصائ على 2ق
مة درجة الحرة  سارpمساحة إلىvالمحور الأفقي من خلال ق مرع  ، على  أا ≤ ( , مینها نضع  ( =، أما على  1 −

انظر في ذلك الملحق في أخرى المطبوعة -1
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مة :مثال مینها ق )من المساحة هي   0.75التي تكون الي  , . ) = .
=حیث نضع  1 − = 1 − 0.75 = 0.25

مرع :3ملاحظة  ا ون حجم العینةإلىقترب توزع  عي عندما  التوزع الطب ≥ ا ح ، ≤ ص عتبر تقرب جید و  −و √ − ↝ ( , )
مة أو:مثال  ة الموافقة لاحتجد ق v=15من اجل درجة حرةp= 0.95مال الجدول

v=22 ǃv=50و   

≥v=15درجة حرةمن اجل : الحل  = . ⇒ = ( , ) ⇒ ( , . ) =⇒ ≤ ( , . ) = . ⇒ ( ≤ ) = .
≥v=22درجة حرةمن اجل  = . ⇒ = ( , ) ⇒ ( , . ) = .⇒ ≤ ( , . ) = . ⇒ ( ≤ . ) = .

مة درجة اv=50درجة حرة من اجل  عيالتوزع الإلىلحرة لا توجد ومنه نقرها ق طب
ار ≤لان المع

عتبر تقرب جید  −و √ − ↝ ( , )

( , )

≤ ( , )
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)لدینا    ≤ ) = ارة هي 0.95 مة المع )فنجد الق ≤ 1.65 ) = 0.95
1.65ومنه    مة = حث عن ق ارة، ن −من خلال المتغیرة المع √ − ≤ . = . ⇒≤ √ − + . = . ⇒

≤ . + √ − = . ⇒
≤ . + √ − = . ⇒

≤ . + √ = . ⇒
( ≤ . ) = . ⇒ ( , ) = ( , . ) = .

مة : 2مثال  ة الموافقة لاحتمالاوجد ق v=5من اجل درجة حرةp= 0.10الجدول

≤حیث  = .
≤لدینا  = . ⇒ = − = − . = .≤ = . ⇒ = ( , . ) = .

ع ستودنت -د : ↝توز

ف  ان : تعر ن لدینا متغیران عشوائ X)ل )و ( Y) حیث(X عي ( ع التوزع الطب یت
ار ↝المع ( , )و  ( Y) مرع ا ع توزع  vعدد درجات حرة یت

)فنحصل على المتغیرة  ة ( من خلال العلاقة التال عدد درجات حرة = دعي توزع ستودنت  )v)1، و

ص –2الإحصاء–احمد عامر عامر -1 190مرجع ساب
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ةدالة الكثافة الاحتما ة :  ل العلاقة التال )1(له تعطي 

( ) = √ . + . + ∈
∞−)حیث   ≤ ≤ +∞ مثل عدد درجات الحرة ، و نقول vو ( ح موجب  عدد صح

)المتغیرة  إن ع توزع ستیودنت( تب  nب تت ↝درجة حرة ون
انيالتمثیلإن ةالكثافةلدالةالب لاأخذستودنتلتوزعالاحتمال ا نحومتناظراش الأعلى،مدب

لما ارتفعت عي،التوزعنحو التقاربفيبدألماالحرةدرجةو االطب درجةتكون عندماعمل
عيالتوزعنحو ستودنتتوزعیتقارب30تفوق الحرة الطب

اني لتوزع  ما یلي و التمثیل الب ون  حسب دراجات الحرة 

ة له : الممیزات العدد

 اضي E(x):E(X) = 0التوقع الر
 این .……:  V(X)الت v>2V(X ) =

ع ستیودنت  )2(:خصائص توز

ل جرسي و متناظر ح-  ول وسطه الحسابي له  ش

مال -1 99ص –مرجع ساب–بوعظم 
صل شاهر -2 43-مرجع ساب–ثائر ف
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بیرة من المساحة تقع -  ة  التالي نس عي و  توزع ستیودنت أكثر تفرطح من التوزع الطب
على طرفي التوزع 

∀الأفقيالمنحني موجود فوق المحور -  ∈ ( ) > 0
عي ≤أvلما زاد حجم العینة -  اقترب توزع ستیودنت من التوزع الطب

ار المع
=ومنه فان توزع ستیودنت متناظر-  − = −

ع ستیودنت  : حساب المساحة تحت منحني توز

نستعمل جدول ستیودنت من خلال درجة الحرةتحت منحني توزع لحساب المساحة
≥)1(لذلك = مة الاحتمال ؟ على الخ0.90، فمثلا اذا نظرت الي الق

و درجة الحرة  مة 5الافقي العلو سر   فنقطة التقاطع لها عند الق في العمود الا
مة   1.4759 سارها .=هي ق قع الى  أمن المساحة 0.90التي  ( ≤ . ) = .

انظر في ذلك الملحق في أخرى المطبوعة -1
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ة: مثال  v=7ة  عند درجة حر احسب الاحتمالات التال ( ≤ 2.364) = )، ؟ ≥ 1.894 ) = ؟

مةاوجد 20عند درجة حرة  1.325)الاحتمال   ، ق ≤ ≤ 2.528 ) = ؟

: الحل 

)v=7عند درجة حرة  -  ≤ 2.364) = اشرة نجد  ؟ )من الجدول م ≤ 2.364) = 0.975( ≥ 1.894 ) = 1 − ( ≤ 1.894 ) = 1 − 0.95 = 0.05
مةایجاد 20رجة حرة عند د-  1.325)الاحتمال   ، ق ≤ ≤ 2.528 ) = 1.325)؟ ≤ ≤ 2.528 ) = p(t ≤ 2.528) − p(t ≤ 1.325)= 0.99 − 0.9 = 0.09
شر - ع ف ↝توز ( , ) :

ن  ل منهما توزع و ل عا ن  عض یت عضهما ال ان مستقلان عن  متغیران عشوائ
مرع ، ، ولكل منها درجة حرة هما ↝و ↝حیث ا

ة و  ة Xعلى التوالي فان المتغیرة العشوائ ارة عن العلاقة التال التي هي ع

= ↝ ( )
س شر بدرجة حرة لل ع توزع ف ة و درجة حرة للمقام یت ة التال ثافة احتمال )1(وله دالة 

192ص  –مرجع ساب–اخمد عامر عامر -1
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f X , =
⎩⎪⎨
⎪⎧ Γ +2 XΓ 2 Γ 2 1 + X . x ≥ 0

0 ذلك ماعد

سXونقول أن المتغیرة  شر بدرجة حرة لل ع توزع ف و درجة حرة للمقام تت

تب    Xون ↝ ( , )
ة له : الممیزات العدد

 اضي ):E(x)التوقع الر ) = = … . . > 2
 این ):   V(X)الت ) = ( )( ) … . … > 4
≥انه من اجل : نلاح ≥لا یوجد توقع راضي و من اجل2 ون هناك 4 لا

ه  این لحسا ت

مة واحدة و إن شر هو توزع مستمر غیر متناظر و له ق ب في الاستقامة و الاقتراأخذتوزع ف
مة  لما زادت ق عي  مة من التوزع الطب ل الناقوس مهما اقترت ق ، ولكنها لاتاخذ الش ⟶ لما اقترت ∞ انه  ات  ∞من ، و الملاح توزع أننجد =مع ث
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مرع ا قترب من توزع  شر  =من اجل ، و ف قترب =و 1 ون التوزع 
میل نحومن توزع ستیودنت  شر  ون منحني توزع ف مرع  ا و مثله مثل توزع 

مین  ظهر،  )1(ال ةالمعادلةمنو ع و ل من إلىXإلىالإضافةf(x)منحنىت
، و المساحة تحتي Pو و من خلال ثلاثة معالم هي Fنقطةأتحددولذلك

سار النقطة Fالمنحني  تب Fتكون على  )و ن , , الغالب تعطي الجداول و في(
ة شرالإحصائ م ف )3(،0.90او 0.99و 0.95عند المساحة )2(ق

≤ ( , , ) )مثال ذلك = , ). = من خلال الجدول نجدها 3.33

ص –احمد عامر عامر -1 194مرجع ساب
حق في أخرى المطبوعة انظر في ذلك المل-2
انظر الملاحق أخر المطبوعة -3

0.95



عاتقوانین: الثالثالفصل ةالتوز ستمرةوالمالمنقطعةالاحتمال

128

ات  : )1(: نظر

a) , , = , , ,
b) , , = .
c) , , = .

م قرأتناعند  ه مثل أنمن الجدول نلاحFل ق م غیر موجودة ف )عض الق . , , )
ة  هنا نستعمل العلاقة التال

, , = , , ,
ة : مثال  م التال احسب الق

( , ). =    ، ( , ). = ، ( , ). =   ، ( , ). = ، ( , ). =
( , ). =    ، ( , ). =

: الحل 

( , ). = 8.79 ، ( , ). = 19.40 ، ( , ). = 3.71
( , ). = 16.26 ، ( , ). = 8.65

( , ). ,هنا نستخدم العلاقة = , = , , ح , فتص

( , ). = 1( , ). = 18.85 = 0.113
( , ). = 1( , ). = 199.40 = 0.01

اضيالإحصاءمحاضرات،) 8002 (صالحبوعبدالله-1 ةمطبوعة،الر ةلطل ة،العلومل السنةالمسیلة،.جامعة الاقتصاد
ة 73ص -2008الجامع
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ن محلولة تمار

ن  ان: الأولالتمر ة هو احتمال نجاحإذا  ة جراح ة لعشرة من 0.9عمل فإذا أجرت العمل
ة المرضي احسب  الاحتمالات التال

ة ل -  من المرضي 7احتمال نجاح العمل
ع المرضي -  ة لجم احتمال نجاح العمل
ة ل -  من المرضي 8احتمال نجاح العمل
ة ل -  الأقلمن المرضي علي8احتمال نجاح العمل
ة بنجاح توقع عدد المرضي الذین -  سیجرون العمل
ة بنجاح- این المرضي الذین سیجرون العمل ت

ة(x)لدینا المتغیر العشوائي :الحل  ة لدیها احتمال هو نجاح العمل ل عمل للمرض  ، و
اره تجرة  ن اعت م ل مرض  ع نجاح و احتمال فشل و  التالي التوزع یت ة و ق مستقلة عن ال

التوزع الثنائي 

↝لدینا      (10 , 0.9),, n=10q= 0.1,
p=0.9

ومنه دالة الاحتمال 

f(x) = P(x = x) = ∁ (0.9) (0.1) x = 0 ,1,2,3, … . .100 ذلك ماعد

ة ل احتمال-  f(7):من المرضي7نجاح العمل = P(x = 7) = ∁ (0.9) (0.1) =
ع المرضي -  ة لجم f(10)احتمال نجاح العمل = P(x = 10) = ∁ (0.9) (0.1) =
ة ل -  من المرضي 8احتمال نجاح العمل
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f(8) = P(x = 8) = ∁ (0.9) (0.1) =
ة ل -  f(8)الأقلمن المرضي علي 8احتمال نجاح العمل + f(9) + f(10) = P(x = 8) + p(x = 9) + p(x = 10)= ∁ (0.9) (0.1) + ∁ (0.9) (0.1)+ ∁ (0.9) (0.1) =
ة بنجاحتوقع عدد المرضي الذین سیجرون ال-  عمل

E(X) = np = 10  .  0.9 = 9

ة بنجاح- این المرضي الذین سیجرون العمل ت

V(X) = npq = 10 .( 0.9 ) . (0.1) = 0.9

ن  ون مصاب بداء 100لدینا عینة  من : الثانيالتمر ن له أن  م ل منهم  شخص ، 
احتمال  ر الاحتمالي  لهذه  العینة ما هو القانون : ، المطلوب 0.3الس

شخص مصاب بهذا الداء 40ون أناحسب احتمال - 
این لهذا التوزع -  احسب التوقع و الت

و احتمال : الحل  ر ة الشخص بداء الس لدینا متغیر عشوائي یتمثل في احتمال إصا
ع التوزع الثنائي  التالي فهو یت ة ثابت لكل شخص  و الإصا

↝لدینا      (100 , 0.3),, n=100q= 0.7       ,p=0.3

ومنه دالة الاحتمال   

f(x) = P(x = x) = ∁ (0.3) (0.7) x = 0 ,1,2,3, … . .1000 ذلك ماعد

f(40)شخص مصاب بهذا الداء 40ون أنحساب احتمال -  = P(x = 40) = ∁ (0.3) (0.7) =
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این لهذا التوزع -  التوقع و الت

E(X) = np = 100  .  0.3 = 30

V(X) = npq = 100. ( 0.3 ) . (0.7) = 21

نا ل :ثالثاللتمر ان من بین  ة ، ما هو احتمال وحدة منتجة هناك واحدة فق100إذا  معی
وحدة قادمة 200أن في إنتاج 

ون في الإنتاج معیب ؟-  أن لا 
معیب  ؟-  ون هناك منتج واحد فق أن 
ون هناك منتج واحد علي الأقل معیب  ؟أن- 
اینها ؟ ) التوقع( احسب متوس-  ة و ت عدد الوحدات المعی

=لدینا :الحل  = 0.01,n=200

=ه   ومن . = 200 . ( 0.01) = 2
ع توزع  بواسون     ↝لدینا التوزع یت ( )

f(x) = P(x = x) = λ e λx! = 2 ex! , ( x = 0 ,1 ,2, … )
ون في الإنتاج معیب -  حساب أن لا 

f(0) = P(x = 0) = 2 e0! = 0.13533
ون هناك منتج واحد-  معیب  حساب أن  فق

f(1) = P(x = 1) = 2 e1! = 0.13533
ون هناك منتج واحد علي الأقل معیب -  )حساب أن  ≥ 1 ) = 1 − ( < 1) = 1 − ( = 0)
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= 1 − 0.13533 = 0.86466
اینها ) التوقع( حساب متوس-  ة و ت عدد الوحدات المعی
 اضي =: E(x)التوقع الر 2E(X) = λ

 این V(X)  := 2V(X)  = λالت
ن ن المتغیر العشوائي : عالراالتمر توزع بواسون (X)ل ↝حیث یتوزع وف ( )

: المطلوب 
ة دالة التوزع ل -  ؟(X)تا
ة -  م التال م الاحتمالات للق )حساب ق = 2) , ( > 1 ) , ( < 2)
ارحساب التوق-  این والانحراف المع ع الراضي و الت

(X)دالة التوزع ل : الحل 

f(x) = P(x = xi) = λ e λx! = 3 ex! , ( x = 0 ,1 ,2, … ∞)
ة  م التال م الاحتمالات للق )حساب ق = 2) , ( > 1 ) , ( < 2)( = 2) = ! = =( > 1 ) = 1 − ( ≤ 1) = 1 − [ ( = 0) + ( = 1)] =

1 − 3 e0! + 3 e1! = 1 − [ + 3 ] =
( < 2) = [ ( = 0) + ( = 1)] = 3 e0! + 3 e1!= [ + 3 ] =

این والانح-  ارحساب التوقع الراضي و الت راف المع
اضي - =: E(x)التوقع الر 3E(X) = λ

این - V(X)  := 3V(X)  = λالت
ار- ):الانحراف المع ) = √ = √ =
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ن  علي عدد من الخطوإنتاجيمصنع : الخامسالتمر ةحو ان احتمال الإنتاج توقف ،
: ، المطلوب 0.1واحد هو لمدة یومعن العمل هذه الخطواحد

ة دالة الاحتمال لذا التوزع ؟ -  تا
ام ؟ 3لمدة عن العمل الإنتاجيیتوقف الخأنما هو احتمال -  أ
الإنتاجي عن العمل لمدة أنما هو احتمال -  ام علي الأكثر ؟ 3یتوقف الخ أ
این لهذا التوزع  ؟ -  اوجد التوقع الراضي و الت

شروطه   : الحل  حق ع التوزع الهندسي  لأنه  ↝هذا التوزع یت ( . )
P= 0.1,q=1-p = 0.9حیث    

دالة الاحتمال لهذا التوزع 

f(x) = P(x = x) = 0.1 (0.9) x = 1,2,3, … . . ∞0 ذلك ماعد

الإنتاجي عن العمل لمدة أناحتمال  ام3یتوقف الخ f(3)أ = P(x = 3) = 0.1 (0.9) = 0.081
الإنتاجي عن العمل لمدة أناحتمال  ام علي الأكثر3یتوقف الخ P(xأ ≤ 3) = p(x = 1) + p(x = 2) + p(x = 3)= 0.1 (0.9) + 0.1 (0.9) + 0.1 (0.9) = 0.1 + 0.09 + 0.081= 0.271

این لهذا التوزع   التوقع الراضي و الت

اضي - = E(x)     :E(X)التوقع الر = = . =
این -  V(X)  :V(X)الت = = .( . ) =

ن  على :  السادسالتمر حتو س  ات تفاح و 5لدینا  ات برتقال ، تم ا7ح ار ح 6خت
ا و بدون ارحاع  س عشوائ ات فاكهة من هذا الك ح
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ة ؟ : المطلوب  ات التفاح المسحو مثل ح ة دالة التوزع للمتغیر العشوائي الذ تا

ات المختارة -  ون من الح ات تفاح ؟ 3ما هو احتمال ان  ح
این لهذا التوزع ؟ -  الحسابي و الت اوجد الوس

حیثوزع فوق الهندسيلدینا حالة ت:  : الحل

N= 12 , N1= 5 ,  N- N1  = 7 ,   n=  6

مثل عدد -  ات التفاحدالة التوزع الاحتمالي لهذا المتغیر العشوائي الذ ح

f(x) = P(x = x) = (∁ ) ∁∁ x = 0,1,2,3,4,5,60 ذلك ماعد

ات المختارة أناحتمال  ات تفاح3ون من الح ح

f(3) = P(x = 3) = ∁ ∁∁ = ( ) = 0.3787
این لهذا التوزع-  التوقع و الت
اضي - = E(x):E(X)التوقع الر ∗ = ∗ =
این - =  V(X)  :V(X)الت ∗ −

= ∗ − −− = == .
ن ة قطعة عرضت  البل: عالساالتمر ةد ع أرض المزاد العلني و لا تقبل الب ع عن طر للب

قدم مبلغ إلا ةالعروض المقدمة لشراء القطعة إن فرضناملیون دج ، 100من أكثرمن  الأرض
انتظام بین  ملیون دج 150ملیون دج و 100هي متغیر عشوائي موزع 

: المطلوب 

ة و دالة التوز -  ة لهذا التوزع اكتب دالة الكثافة الاحتمال ع ع التجم
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حصل على هذه القطعة 120اذا قدم شخصا ما مبلغ -  ملیون دج فما هو احتمال ان 
حصل على هذه 140ما مبلغ أخرواذا قدم شخصا -  ملیون دج فما هو احتمال ان 

القطعة
عظم احتمال الحصول على القطعة -  ما هو العرض المقدم الذ
این ل-  هذا التوزع احسب التوقع و الت

ع المنتظم  حیث (x)لدینا المتغیر العشوائي : الحل  ع التوز =یت و  = ↝ ( , )
ة لهذا المتغیر العشوائي-  ة دالة الكثافة الاحتمال تا

f(x) = 1β − α α ≤ x ≤ β0 ذلك ماعد

f(x) = 1150 − 100 100 ≤ x ≤ 1500 ذلك ماعد

ة له-  ع ة دالة التوزع التجم تا

F(x) = 0 , <x − αβ − α , x ∈ [α , β]1 , ≥
F(x) = 0 , < 100x − 100150 − 100 , x ∈ [100 , 150]1 , ≥ 150

ملیون دج حصوله على هذه القطعة 120قدم شخصا ما مبلغ إذاحساب احتمال - 
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(100 ≤ ≤ 120) = (120) − (100) = 1150 − 100= [0.02] = 0.4 = 40%
ملیون دج حصوله على هذه القطعة140حساب احتمال اذا قدم شخصا ما مبلغ - 

(100 ≤ ≤ 140) = (140) − (100) = 1150 − 100= [0.02] = 0.8 = 80%
عظم احتمال الحصول على القطعة هو -  العرض المقدم الذ

هو أنما أننا نعلم  الواحد و منه فان المبلغ المقدم الذ ساو هو الذyاكبر احتمال 
ة  عظم احتمال الحصول على هذه القطعة  الأرض

(100 ≤ ≤ ) = (140) − ( ) = 1150 − 100 = 1
= [0.02 ] = 1 ⇒ 0.02 − 2 = 1 ⇒ = 30.02 = 150

قدم  ه إلا أن  ة فما عل ون متأكدا من حصوله على القطعة الأرض أن مقدم العرض حتى  أ
ملیون دج  فما فوق 150مبلغ 

ار-  این و الانحراف المع حساب التوقع الراضي و الت
اضي الت- :E(x)وقع الر

E(x) = β + α2 = 150 + 1002 = 125
این  - :V(x)الت

V(x) = (β − α)12 = (150 − 100)12 = 208.333
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ار-  :الانحراف المع

( ) = ( ) = ( ) = √ . = .
ن  ستغ: الثامنالتمر ن الوقت الذ رائي معین حتى یتوقف عن العمل متغیرا ل رقه جهاز 

معدل سنتین فاوجد  ع التوزع الآسي  : عشوائي یت

ة -  دالة الكثافة الاحتمال
یتوقف  الجهاز عن العمل أناحتمال مرور ثلاث سنوات على الأقل قبل - 
مضي أكثر من سنتین حتى یتوقف الجهاز عن العمل أناحتمال -  لا 
این-  ستغرقه الجهاز حتى یتوقف عن العمل توقع و ت الوقت الذ

↝لدینا  : الحل  ( )
ة لهذا التوزع -  دالة الكثافة الاحتمل

f(x) = 12 e x ≥ 00 ذلك ماعد

احتمال مرور ثلاث سنوات على الأقل قبل أن یتوقف  الجهاز عن العمل حساب - 

p(x ≥ 3) = 1 − p(x < 3) = 1 − F(3) = 1 − 1 − e
= e = e .

مضي أكثر من سنتین حتى یتوقف الجهاز عن العملحساب-  احتمال أن لا 

p(x ≤ 2) = F(2) = 1 − e = 1 − e = 1 − e . =
این  لمرور حافلتینحساب -  و الت المتوس
اضي - = E(x):2=E(X)التوقع الر

این -  =  V(X)  :4=V(X)الت
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ن  ن  المتغیر العشوائي :التاسع التمر ار(z)ل عي المع التوزع الطب یتوزع وف ↝ ( , ة اوجد الا: ن المطلوب ( )حتمالات التال < 2.58) , ( ≥ . ) , ( . ≤ ≤ ) , ( ≥ − . )
: الحل 

 ( < 2.58) = ( . ) = .
 ( ≥ . ) = − ( < 1.96) = − ( . ) = − . = .
 ( . ≤ ≤ ) = ( ≤ ) − ( ≤ . = ( ) − ( . )= . − . = .

 ( ≥ − . ) = − ( ≤ − . ) = − − ( ≤ . )= ( ≤ . ) = ( . ) = .
ن  حتاجه الطلاب :العشرالتمر الوقت الكافي الذ أستاذ مادة الإحصاء أن متوس لاح

انحراف 150هوالنهائيلإكمال امتحانهم  قه  اردق قه30قدره مع .دق

: المطلوب 

مل الطلاب احتمالما .1 قه150و 125بین امتحانهمأن  .دق

مل الطلاب احتمالما .2 ارهمأن  قه أو أقل 185فى اخت دق

مل الطلاب احتمالما .3 ارهمأن  قه195فى وقت یزد على اخت دق

ان عدد الطلاب .4 امتحانهم في أكملواالطلاب الذین أوجد عدد . طالب 1000إذا 

قة ؟185وقت یزد على  دق

↝لدینا : الحل  ( , )
مل الطلاب احتمال.1 قه150و 125بین امتحانهمأن  دق
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ه نقرر أن  ه تتراوح بین لامتحانهمإكمال الطلاب احتمالوعل قه 150و 125فى فتره زمن دق
=29.7 %.

ارهممل الطلاب أن احتمال.2 قه أو أقل 185فياخت دق

ه نقرر أن  ه فيلامتحانهمإكمال الطلاب احتمالوعل قه أو أقل 185فتره زمن %87.9= دق

مل الطلاب احتمالما .3 ارهمأن  قه 195فى وقت یزد على اخت .دق

مل الطلاب احتمالأن أ ارهمأن  قه 195وقت یزد على فياخت اً %6.7=دق .تقر

قة 195امتحانهم في وقت یزد على أكملواعدد الطلاب الذین .4 :دق
1000* )195( XP =1000 * 0.0668=66.8= 66

طالب66أ

ن  انت علامات طلاب السنة الأولي و عددهم : عشر الحادالتمر طالب في مادة 1000إذا 
عي بو  ع التوزع الطب ات تت حسابي قدره الراض قدره 12س ار ، اخترنا من 4و انحراف مع

ة ، فاوجد  صفة عشوائ ا  ة طال هؤلاء الطل

19احتمال أن تكون علامته أكثر من - 
12.5و 10احتمال أن تكون علامته بین - 
12احتمال أن لا تزد علامته عن - 
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ة الذین تزد علاماتهم عن -  ة الطل و ما عددهم 10ما هي نس
ة الأوائل  فما هو ادني معدل سوف %10الجامعة سوف تكرم أنعلمتإذا- من الطل

ة یتم تكرمه من الأوائلالطل

↝لدینا : الحل  ( , ة في الامتحان xحیث ( مثل علامات الطل متغیر عشوائي 

19حساب احتمال أن تكون علامته أكثر من - 

( ≥ 19) = ≥ 19 − 124 = ( ≥ 1.75) = 1 − ( ≤ 1.75)= 1 − 0.9599 = 0.0401
12.5و 10حساب احتمال أن تكون علامته بین - 

(10 ≤ ≤ 12.5) = 10 − 124 ≤ ≤ 12.5 − 124 =(−0.5 ≤ ≤ 0.125 = ( ≤ 0.125) − ( ≤ 0.5)= (0.125) − 1 − ( ≤ 0.5) = (0.125) − 1 + (0.5)= 0.5478 − 1 + 0.6915 = 0.2393
ة الذین تزد علاماته- ة الطل و ما عددهم10م عن نس

( ≥ 10) = ≥ 10 − 124 = ( ≥ −0.5) = 1 − ( ≤ 0.5)= 1 − 0.6915 = 0.3085
*1000طالب أما عددهم هو 0.3085 = 308

ة الأوائل الذین سوف یتم تكرمهم هو  -  ادني معدل للطل

ن  ة الأوائل حیث aل ≤هو ادني معدل لتكرم الطل = 0.10
≥ − 124 = 0.10 = 1 − ≤ − 124 = 0.10
⟹ ≤ − 124 = 1 − 0.10 = 0.9000
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عن المساحة  ار عي المع حث في جدول التوزع الطب مة التي تقابلها فلا ) 0.9000(ن و الق
التالي نأخذ اقرب مساحة لتك المساحة وهي  مة التي 0.8997نجد تلك المساحة و  و الق

−ومنه   1.28تقابلها هي 124 = 1.28 ⟹ − 12 = 5.12⟹ = 17.12
اما : ملاحظة ار عي المع ة لاستعمال جدول التوزع الطب س عض الحالات في الحالة الع في 

مة المقابلة   ما في نجد الق مة لها  ة أو إما نجد اقرب ق اشرة للمساحة المطلو م
، وإما   نجد  متین مثل التمرن الساب للق عد وهنا نأخذ الوس مساحتین متقارتین بنفس ال

حث في الجدول نجد مساحتین قربتین لها هما 0.8859المساحة  و  0.8849فعندما ن
متین  وهما 0.8869 للق التالي نأخذ الوس ة هي 1.21و 1.20و  مة المطلو ح الق وتص 1.21 + 1.202 = 1.205

ن :شر عيالثانالتمر

مة -1 ة الموافقة لاحتمال آو جد ق ةالجدول م التال ≥الق = .  ، ≤ = .  ، ≤ =.≥ = .  ، ≥ = .
v=5من اجل درجة حرة

مة -2 ة الموافقة لاحتمال آو جد ق ةالجدول مة التال ≥الق = v=60من اجل درجة حرة .

v=5درجة حرةمن اجل : الحل 

 ≤ = . ⇒ = ( , ) ⇒ ( , . ) = .⇒ ≤ ( , . ) = . ⇒ ( ≤ . ) = .



عاتقوانین: الثالثالفصل ةالتوز ستمرةوالمالمنقطعةالاحتمال

142

 ≤ = . ⇒ = ( , ) ⇒ ( , . ) = .⇒ ≤ ( , . ) = . ⇒ ( ≤ . ) = .
 ≤ = . ⇒ = ( , ) ⇒ ( , . ) = .⇒ ≤ ( , . ) = . ⇒ ( ≤ . ) = .
 ≥ = . ⇒ = . ⇒ = − = . ⇒≤ = . ⇒ = ( , ) ⇒ ( , . ) = .⇒ ≤ ( , . ) = . ⇒ ( ≤ . ) = .
 ≥ = . ⇒ = . ⇒ = − = . ⇒≤ = . ⇒ = ( , ) ⇒ ( , . ) = .⇒ ≤ ( , . ) = . ⇒ ( ≤ . ) = .

مة -3 ة الموافقة لاحتمال إیجاد  ق ةالجدول مة التال ≥الق = v=60من اجل درجة حرة .

مة درجة الحرة لا توجد v=60درجة حرة من اجل  ومنه نقرها الى التوزع في الجدول ق
عي لان  عتبر تقرب جید ، ، ≤الطب −و √ − ↝ ( , )

)لدینا    ≤ ) = ارة هي 0.90 مة المع )فنجد الق ≤ 1.28 ) = 0.90
1.28ومنه    مة = حث عن ق ارة، ن −من خلال المتغیرة المع √ − ≤ . = . ⇒≤ √ − + . = . ⇒

≤ . + √ − = . ⇒
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≤ . + √ − = . ⇒
≤ . + √ = . ⇒

( ≤ . ) = . ⇒ ( , ) = ( , . ) = .
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ن مقترحة  تمار

ن الأول  ) . 3(حمل الر قم الذالوجهنراقب ظهور أننانفرض . ستة زهرات ألقیت:التمر
المتغیر اوجد ثافة الاحتمال الخاصة  مثل ظهور الرقم (X)دالة  ) .3(وهو 

ن الثاني  ة إذا:التمر ة الوحدات المعی حنوع منإنتاجفيانت نس ة هى المصاب 02الكهرائ
ة ع توزع بواســـون وان عدد الوحدات المعی ة من عشرة عینةنفرض أننا سحبنا . یت عشوائ

ح  المطلوبمصاب

.لهذا المتغیرالاحتماليالتوزع إیجادــ 1

اح ــ احتمال الحصول على2 .معیب واحدمص

احــ احتمال الحصول على 3 .الأكثرى معیب علمص

ن ةإن: الثالثالتمر حمصانعلأحدالتالفالإنتاجنس عینةأخذتإذا%10 .هيالمصاب
ونة ل5منم ش ح  :یليمافأوجدالمصنع،هذاإنتاجمنعشوائيمصاب
ةالاحتمالاتأوجد.-1 :التال
احعلىالحصول.-  تالفواحدمص
ععلىالحصول-  حجم تالفةالمصاب
احعلىالحصول-  الأكثرعلىتالفواحدمص
احعلىالحصول-  الأقلعلىتالفواحدمص
حالمتوقعالعددأوجد- 2 العینةفيالتالفةللمصاب

ن  عالتمر العاصمة  بوضع جهازا للرادار عند احد مداخل العاصمة  : الرا قامت  إدارة المرور 
ارات المسرعة في فترة معینة من الیوم،  الس تمثل السرعة في الساعة Xأن نفترضلض

انت  ارات التي تمر عند المدخل في فترة عمل الرادار، إذا  عيتتوزع توزعا Xللس وسطه طب
اینه 60الحسابي  :لم، أوجد التالي25لم وت

ارات التي تقل سرعتها عن • ة الس .في الساعة لم50نس

ارات التي تزد سرعتها عن • ة الس .في الساعةلم65نس
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ارات التي تكون سرعتها بین • ة الس .في الساعة لم77.45و لم60نس

ارات التي تكون سرعتها بین  ارة10000لم من بین 77.45لم و 60عدد الس س

ن ةانتإذا: الخامسالتمر الامتحانلهذاتقدمفإذا%80هىالمقرراتأحدفيالنجاحنس
:ینجحأنهو احتمالماطالب15

الطلابعجم- 
طلاب8- 
طلاب6- 
طالبولا- - 

ن ةانتإذا: سالسادالتمر ةنس الشتاءفصلفيالمدنإحدفىالإنفلوانزامرضالإصا
ارتم. %60هي :ون أناحتمالماالمدینة،هذهمنشخص20اخت

الإنفلونزامصابون أشخاص7- 
عهم-  .أصحاءجم
عهم-  .مرضىجم
.مرضىنصفهمون أناحتمالما-

ن  ع التمر هوالبنوكأحدفىالآليالسحبماكینةاستخدامطالبيعددمتوسانإذا: السا
.ساعةل نصفأفراد5
ةالاحتمالاتاحسب-أ :ون أنساعةنصفلالواصلینلإعدادالتال

أشخاص10- 
.أشخاص3عنقل- 
.واحدشخصمنأكثر- 
.أشخاص8و4بینالعددیتراوح- 

قةالاحتمالاتنفساحسب-ب .ساعةرعلالوصولمعدلانإذاالسا
قةالاحتمالاتنفساحسب-ج .ساعةلالوصولمعدلانإذاالسا

ن اراتمعرض: الثامنالتمر ارة48هس ارات8بینهامنس ةس عینةاختیرت.معی
ة ارات5منعشوائ :اوجدس

ةالعینةتكون أناحتمال-أ مةهالالمسحو سل
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ارةتكون أناحتمال-ب ةواحدةس معی
ارتینوجوداحتمال-ج العینةالأقلعلىمعیبتینس

ن  على : التاسعالتمر حتو ات برتقال و 8س  ات موز10ح س اختیرتح من هذا الك
ات دون إرجاع  المطلوب 8 ات المختارة أنحساب احتمال : ح ات 4ون من بین الح ح

ل برتقا
ة  این لهذه التجرة العشوائ الحسابي و الت اوجد الوس

ن  ب : العاشرالتمر ستمر في التصو صیب حتىصوب شخص نحو هدف معین ، و 
ل مرة هو  ة الهدف في  ان احتمال إصا 0.7الهدف للمرة الأولي ، فإذا 

: المطلوب 
ة الهدف 3إلىحتاج أنحساب احتمال -  محاولات لإصا
ة الهدف5إلىحتاج أنساب احتمال ح-  محاولات على الأقل لإصا
حساب احتمال الهدف قبل المحاولة العاشرة - 

ن عشرالتمر على : الحاد حتو رات زرقاء 6و رات حمراء 4رات منها 10صندوق 
إرجاعرات من الصندوق بدون 5، سحبنا 

: المطلوب 
رتین  حمراوتین-  من الصندوق حساب احتمال سحب 
رة واحدة حمراء على -  الأكثرحساب احتمال سحب 
ة حمراء الأقلتكون  على أنحساب احتمال -  احد الكرات المسحو
ة -  این عدد الكرات الحمراء المسحو حساب توقع و ت

ن  ن : الثاني عشرالتمر : فاوجد ) 2،  5( موزعا توزعا  منتظم في المجال  Xل
این لهذا التوزع التوقع الر-  اضي و الت
مة - |اوجد الق − | > √

ن ع عشر التمر ة،أجهزة4بینهامنهرائيجهاز80منشحنة: الرا عینةسحبتممعی
ة متعطلواحدجهازعلىالعینةهذهتحتوأناحتمالاوجد.أجهزة3منعشوائ
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ن اتمن:الخامس عشرالتمر انحرافغ3هومعینمنتجوزن متوسأننعلمالإحصائ
ار .غ0.5مع

ةالأدنىالحدأحسب- .غ4.5وغ1.5بینوزنهایتراوحالتيالمنتجاتلنس
عالمنتجوزن أنفرض عيالتوزعیت ارالانحرافوالمتوسالطب ورنالمع وأعلاه،المذ

ماعتبرالمنتجأن غ،4.5و1.5بینیتراوحوزنهانإذاسل
ةأحسب- .غ3عنوزنهایزدالتيالمنتجاتنس
ةأحسب- .غ4.5و1.5بینوزنهایتراوحالتيالمنتجاتنس
؟المنتجاتلهذهالأدنىالوزن هوما.للإصلاحوزناالأكبرالمنتجاتمنالمئة5توجه-

ن  انت علامات : السادس عشر التمر ع التوزع طالب 1000إذا  اس الإحصاء تت في مق
حسابي قدره   متوس عي   قدره  11الطب ار 3و انحراف  مع

ة الذین تقل علاماتهم عن - : فأوجد ة الطل ، ثم أوجد عددهم  ؟10نس
ة الذین تفوق علاماتهم عن - ة الطل ، ثم أوجد عددهم  ؟13نس
ة المتفوقین لمنحهم منحة لإتمام  دراستهم من هؤلاء %10إذا علمت أن الجامعة قبلت - الطل

حصل صاحبها على هذه المنحة ؟ الخارج ، فما هو الحد الأدنى للعلامات التي على أساسها 

ن الثام المراكز أحدفيالآليالسحبآلةاستخدامطالبيعددمتوسانإذا:عشرنالتمر
ة هو ةتمالاتالاحساعة ،احسبل نصفأفراد5البرد الأشخاص المستخدمین لإعدادالتال
:ون أنساعةنصفللهذه الآلة

أشخاص ؟3قل عن - 2عشرة أشخاص ؟      -1

ن التاس بین الطرالتي تقع علىالحوادثعددمتوسانإذا : عشرعالتمر الرا
احوادث3هوالعاصمة و البلیدة  حوادث في یوم ما ؟       6وع وق- 1احتمال        هوما.یوم

قع اقل من -2 حوادث في یوما ما ؟ 3أن 

ن  ة حجمها : العشرون التمر أطفال من حدیثي الولادة في إحد9أخذت عینة عشوائ
عي معدله  ات ، فإذا علمت أن وزن الطفل حدیث الولادة یخضع لتوزع طب لغ و 2.9المستشف

ار ة اخترنلغ 0.6انحراف مع صفة عشوائ ا مولود 



عاتقوانین: الثالثالفصل ةالتوز ستمرةوالمالمنقطعةالاحتمال

148

لغ 3.1یزد عن وزن هذا المولود احتمال أن- 1:فاوجد
لغ3.2لغ و 2.7بین ون وزن هذا المولود محصور اوجد احتمال أن -2

ن الواح عبر عنها ب انت مدة الانتظارإذا: و العشرون دالتمر قضیها التي  التي 
اك لس ا یخضع للتوزع الأسي المواطن في البرد أمام ش ه من الحساب متغیرا عشوائ حب رات

قة، المطلوب15متوس ة أوجد دالة الكثافة: دق ایالاحتمال ن لهذا ، التوقع الراضي، الت
؟ ما هو احتمال أن تدوم التوزع قضي المواطن مدة تقل عن عشر دقائ ؟ ما هو احتمال أن 

على الأقل؟10قة علما أنه انتظر دق15مدة انتظار الزون على الأقل  دقائ

ن متغیر عشوائي مستمر خاضع لتوزع لنفـرض أن :العشرون الثاني والتمر
عي }طب ( ) = 5 , ( ) = ): ، أحسـب مـا یلي{9 ≤ 8) ،( ≥ 8) ، (−1 ≤ ≤ 1) ،( ∉ ؟([4,14−]

ن  ان مجموع النق:الثالث و العشرون التمر للطالب من إذا  ا 1200ا ع طالب یتوزع طب
ار60بوس ة الذین وقع مجموع نقاطهم بین . 15وانحراف مع ؟ ما 75و 65م عدد الطل

% 5الأوائل؟ إذا قررت الإدارة منح جوائز لـ % 15هي أقل علامة تحصل علیها طالب من 
الأوائل فما هو الحد الأدنى للعلامة حتى یتحصل صاحبها على جائزة؟

ع ن الرا ن - 1:و العشرون التمر ↝ل ( , )، مع العلم أن ( ) = و 2 ( ) لا من = ؟و ، أوجد 

ن  ات بین :الخامس و العشرون التمر أحد المستشف ة  سجـلت مصلحـة الاستعجالات الطب
19h: الساعـة 20hو 00 ن یتم بینمرض لهذه المصلحة، فما احتمال أ120دخول 00

19h 19hو 21 :دخول22

على الأقل مرضان؟- 4مرضان؟ - 3مرض واحد؟ -2ولا مرض؟ -1

ن  من القطع التي تنتجها آلة هي فاسدة، قمنا % 1أن افتراض: السادس و العشرون التمر
ونة من  ة م ة؟التوزع الاحتمالي للقطع التالفإیجاد: وحدة ، المطلوب100سحب عینة عشوائ
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ن ع و العشرون التمر ة إذا: السا ع التوزع إلىان وصول الطل الآسيالمطعم الجامعي  یت
قة  معدل طالبین في الدق

ة–أ : المطلوب احسب الاحتمالات التال

قة ما 4احسب احتمال وصول )1 ة في دق طل
قة 4احسب احتمال وصول )2 ة في نصف دق طل
قة تكون المدة بینأناحسب احتمال )3 اقل أووصول طالبین دق

ع التوزع أنفرض - ب  معدل رع الآسيمدة انتظار الطالب قبل الحصول على الخدمة تت
رع ساعةتأوینتظر طالب ما مدة اقل أناحسب احتمال ، ساعة  ساو

ن االمسافرون صل: الثامن و العشرون التمر 5معدلالمدینةحافلةموقفإلىعشوائ
.دقائ10لنمسافر 
. 2هودقائعشرفترةفيصلون الذینالمسافرنعددون أناحتمالأحسب-

.ساعةنصففترةفي2هوالعددون أناحتمالأحسب-
هالذوالمسافرمسافروصولبیندقائ10منأقلمروراحتمالأحسب- .یل

ن  ةهر ولاعاتمنتجیزعم: التاسع و العشرون التمر ةصالحمنتجهأنائ 99بنس أ،%
0.99احتمالتشغیلهاعندالشرارةتعطيالولاعةأن

اولاعةنأخذ .مرارانجرهاوالمعملمنعشوائ
عةالمرةفيالشرارةإعطاءفيفشلأولحدثأناحتمالأحسب- .الرا
.مرةالأقلعلىالشرارةإعطاءفيالفشلحدثأناحتمالأحسبتجارب،10في-
نهلبینتجرة،100إجراءحالةفي- الاحتمالنفسلحساببواسون توزعاستخدامم
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_ g�O*o gOpj gO n gO q gOpm gO r g�Ops g�O i g�O l o%O g

g gO l%g?mcg�O i�oAlcg�OpsMq�oGg�O r[sMgcg�O r1g?scgOpmMq1ltgO q1l[sugO q%q?lvgO q1g[s]g�O n1r%i
o gO l%l?mcg�O l1i1j]g�O l1r%nvg�O l1n%icg�O l�oAgtgO i?sMitgO i!q1qvgO i%g1lvgOws%s%jcg�Ops!n%r
j o%O g%g1gvg�O l1l%lcg�O l1l%rvg�O l1l1j]g�O l1i%rtgO l?s%scgO l%r1rcgO l1m%nvgO l%n[s]g�O l?j!g
n o%O g%g1gxo1O g1g%g�o1O g1g%gvg�O l1l%lcg�O l1l%itgO l%l?scgO l%l%qvgO l%l�oGgO l%i[s]g�O l1io
q o%O g%g1gxo1O g1g%g�o1O g1g%gxo1O g1g%g�o1O g1g%gyo%O g%g%gtgO l%l1lcgO l%l1lvgO l%l1ivg�O l1l%r
m o%O g%g1gxo1O g1g%g�o1O g1g%gxo1O g1g%g�o1O g1g%gyo%O g%g%gyo%O g%g1g�o%O g%g1gxo%O g%g1gvg�O l1l%l
r o%O g%g1gxo1O g1g%g�o1O g1g%gxo1O g1g%g�o1O g1g%gyo%O g%g%gyo%O g%g1g�o%O g%g1gxo%O g%g1gxo1O g1g%g

_ o1O*o o%Opj o%O n o%O q o%Opm o%O r o1Ops o1O i o1O l j�O g

g gO n%n1nvg�O n1gozg�O j?sMnvg�O j!q[sug�O j1j!ntgOpj!g1jvgO�oAi1ncgO�oAr?mcgO�o7m%gvg�O*o7n1m
o gO r%l1lvg�O r1r%ncg�O r?j1s]g�O m%l1j]g�O m1m!itgOpm%j%mvgO q1l1ncgO q1r1nvgO q1n%qtg�O q?g%r
j gO l%g1gvg�O i[sMlcg�O i?m1s]g�O i1n%ncg�O i1g%ltgOwsMi%ntgOws!m?sugOwsMn�oGgOwsMg%qtg�O r[s%s
n gO l?sMqtg�O l1r%rcg�O l?m1s]g�O l%q1rcg�O l1n!q{gO l1j�o|gO l%g[sugO i%l�oGgO i?s%mcg�O i?m1s
q gO l%l?mcg�O l1l1j]g�O l1i%lvg�O l1i%rcg�O l1io|gO l?sMrtgO l?s!gcgO l%r%qtgO l1m%rvg�O l%q[s
m gO l%l1lvg�O l1l%icg�O l1l%ivg�O l1l?sug�O l1l%rtgO l%l!q{gO l%l?j]gO l%l1gvgO l%i[s]g�O l1i%n
r o%O g%g1gxo1O g1g%g�o1O g1g%gvg�O l1l%lcg�O l1l%ltgO l%l%ltgO l%l1icgO l%l[s]gO l%l[s]g�O l1l1m
s o%O g%g1gxo1O g1g%g�o1O g1g%gxo1O g1g%g�o1O g1g%gyo%O g%g%gyo%O g%g1gcgO l%l1lvgO l%l1lvg�O l1l%l
i o%O g%g1gxo1O g1g%g�o1O g1g%gxo1O g1g%g�o1O g1g%gyo%O g%g%gyo%O g%g1g�o%O g%g1gxo%O g%g1gxo1O g1g%g

_ jO j j�O q j�O r j�O i nO g nOpj n�O q n�O r n�O i q�O g

g gO�o%o1oGg�O g1lozg�O g[s@qtg�O g1rozg�O g?m!gtgO g!q�o|gO g%n1ncgO g1j?s]gO g1j1jcg�O g�oAi
o gO n1m1mcg�O n1g%icg�O j%r?s]g�O j%nozg�O*o7l%ltgO�o@s[o|gO�o6q�sugO�o7j%rvgO�oAg[s]g�O g1l1j
j gO r1j%nvg�O m?sMgcg�O moAivg�O q?r%lcg�O q[j!ntgO n%i%gtgO n!q?gcgO n%g1nvgOpj!r1lvg�O j%n%i
n gO io7lvg�Ops1sMlcg�Ops!n%rvg�O r1l1j]g�O r%q[scgO r%g%ntgOpm%m%icgOpm�o@mcgO q[s!nvg�O q?n%n
q gO l1j%ivg�O l1g!qvg�O i[s%s]g�O i%q1icg�O i�o7mvgOwsMio|gOws@q1qvgOwsMg1rvgO r%r1ivg�O r?j!l
m gO l?s%mcg�O l1r!qvg�O l?m�oGg�O l1n1m]g�O l�oArtgO i%l1mvgO i?s�ozgO i!q1qtgO io7rvg�Ops!i1m
r gO l%l1nvg�O l1i%icg�O l1i%nvg�O l[sMrcg�O l1r%rtgO l1m%mvgO l!q[j]gO l1j?s]gO l%g1lvg�O i1i%l
s gO l%l1ivg�O l1l?sug�O l1l1mcg�O l1l1j]g�O l1i%itgO l%i%ntgO l?s1sugO l%r1lvgO l%r1gvg�O l%q1l
i o%O g%g1gvg�O l1l%lcg�O l1l%lvg�O l1l%icg�O l1l%rtgO l%l!q{gO l%l?j]gO l%i1ivgO l%i%qtg�O l[sMl
l o%O g%g1gxo1O g1g%g�o1O g1g%gvg�O l1l%lcg�O l1l%ltgO l%l%itgO l%l[sugO l%l1rvgO l%l%qtg�O l1l1j
o7g o%O g%g1gxo1O g1g%g�o1O g1g%gxo1O g1g%g�o1O g1g%gyo%O g%g%gtgO l%l1lcgO l%l1lvgO l%l1ivg�O l1l?s
o1o o%O g%g1gxo1O g1g%g�o1O g1g%gxo1O g1g%g�o1O g1g%gyo%O g%g%gyo%O g%g1g�o%O g%g1gvgO l%l1lvg�O l1l%l
o@j o%O g%g1gxo1O g1g%g�o1O g1g%gxo1O g1g%g�o1O g1g%gyo%O g%g%gyo%O g%g1g�o%O g%g1gxo%O g%g1gxo1O g1g%g

o



_ qSO j q�O q q�O r q�O i m�O g m�Opj mO q m�O r mO i rO g

g gO go@mcg�O g�o7j]g�O g�oAgvg�O g1g%itgO g%g?s]gO g%g%rtgO g%g?m}g�O g1g!q~gO g%g%n�gO g%g?j
o gO g?s!ivg�O g1r%rcg�O g?m!rvg�O g%q1itgO g!q1gvgO g%n!q{gO g1j%l�g�O g?jMq~gO g1j�o�gO goMs
j gOpj�o7gvg�O*o7i1m]g�O*o7r%nvg�O*oAq1ntgO�o7j%mcgO�oAg%ltgO g%l?m}g�O g1i1j�gO g?s!j�gO g%r?j
n gO n%l?mcg�O n?m!lcg�O n?j!rvg�O j%l!q{gOpj!r1mcgOpj!n%itgOpj�o7n�g�O*o7lo�gO�o@sMg�gO�o7mo
q gOpm!l1gvg�O m1m�ozg�O moAnvg�O q�sMrtgO q%q1gvgO q1g%rtgO n?s!n�g�O n%q?j�gO noAn�gOpj!i?m
m gOws!m%nvg�Ops%j!gcg�O r1i%rvg�O r?m�o|gO roArvgOpm!io|gOpmMq?r�g�O mo7j�gO q[sMi�gO q%q?r
r gO i%r[s]g�O i%q%qvg�O i�oAivg�Ops!lo|gOwsMr1jcgOwsMn1jvgOwsMg?j}g�O r[sMg�gO r%n%i�gO r%g1r
s gO l%n1rvg�O l?j�ozg�O l1g1mcg�O i1i?scgO i%r?s]gO i!q?mvgO i1j1j}g�Ops!l?s}gOws%s[o�gOws@q1q
i gO l?s%jcg�O l1r!qvg�O l?m%mcg�O l%q%q{gO l%n1jcgO loAitgO l%g1n�g�O i1i%r�gO i%r?s}gO i!q�s
l gO l%i1lvg�O l1i1m]g�O l1i%gvg�O l[s!mvgO l%r%ivgO l%r%gtgO l1mo�g�O l%q�o�gO l1j!l�gO lo7r
o7g gO l%l1rvg�O l1l!qvg�O l1l1jcg�O l1l%gtgO l%i%rvgO l%i1jvgO l?s1s�g�O l[s!j�gO l%r1m�gO l1m?s
o1o gO l%l1lvg�O l1l%icg�O l1l?s]g�O l1l%rtgO l%l1mcgO l%l%ntgO l%l1g�g�O l1i%i�gO l%i!q~gO l%i1g
o@j o%O g%g1gvg�O l1l%lcg�O l1l%lvg�O l1l%ltgO l%l%ivgO l%l?scgO l%l1r�g�O l1l1m�gO l%l%n�gO l%l�o
o7n o%O g%g1gxo1O g1g%g�o1O g1g%gxo1O g1g%gtgO l%l%lvgO l%l%ltgO l%l1l�g�O l1l%i�gO l%l?s}gO l%l1r
oAq o%O g%g1gxo1O g1g%g�o1O g1g%gxo1O g1g%gyo%O g%g%gxo%O g%g%gyo%O g%g1g�g�O l1l%l�gO l%l%l�gO l%l1l
o@m o%O g%g1gxo1O g1g%g�o1O g1g%gxo1O g1g%gyo%O g%g%gxo%O g%g%gyo%O g%g1g�o1O g1g%g�o%O g%g%g�gO l%l1l
o7r o%O g%g1gxo1O g1g%g�o1O g1g%gxo1O g1g%gyo%O g%g%gxo%O g%g%gyo%O g%g1g�o1O g1g%g�o%O g%g%g�o%O g%g1g

_ r�O m s[O g s[Opm iO g iOpm lO g l�O m oAg�O g o7gOpm o%o1O g

g gO g%g?jcg�O g1gozg�O g1goGg�O g1g%gtgO g%g%gvgO g%g%gtgO g%g1g�g�O g1g%g�gO g%g%g�gO g%g1g
o gO go1oGg�O g1g?sug�O g1g1mcg�O g1g%ntgO g%g1jcgO g%go|gO g%g�o�g�O g1g%g�gO g%g%g�gO g%g1g
j gO g!q?nvg�O g1n%gcg�O g?j!gvg�O g�o6q{gO g%g%lvgO g%g%rtgO g%g%q�g�O g1g%n�gO g%g1j�gO g%g�o
n gO�o%o@jcg�O g1i1j]g�O g?m!lvg�O g%q?jvgO g%n%gvgO g1j�o|gO go@m}g�O g�oAg�gO g%g?s}gO g%g?m
q gOpj%j!qtg�O*oMsMncg�O*o7n1jcg�O*o7g%gtgO g?s@qtgO g1m%mvgO g!q?g�g�O g?j!l�gO g1j�o�gO go@m
m gO n%r1lvg�O n1gozg�O j!q�oGg�O*o7lo|gO�o7m!gvgO�o%oArtgO g%i1l�g�O g1r?s}gO g1m!g�gO g%n1i
r gOpm%j?s]g�O q[m!gcg�O n[sMivg�O n�oAntgOpj%m!rvgOpj!g?scgO�oAr?m}g�O*o7n%g�gO�oAg1j�gO g?s!l
s gO r?s!nvg�O m%l%lcg�O m1j%mcg�O q[m!ntgO n%i%rvgO n1jMq{gOpj!r1l�g�O j1j!g�gO�o@sMl�gO�o6q?n
i gOwsMl?jcg�Ops%j!lcg�O r1r1jcg�O m%l%ntgOpm%j!nvgO q?m!rtgO n%l?j}g�O n1n%n�gOpj1sMl�gOpj!n?j
l gO i?s1s]g�O i1n%gcg�Ops1sMrvg�Ops�o@scgO r1m!nvgOpm!i?scgOpm%j1j}g�O q[m!i�gO n%l?s}gO n!qSo
o7g gO l%n1nvg�O l1gozg�O i1r1jcg�O i�oArtgOwsMr%nvgOwsMg%rtgO r!q[m}g�O m%i%n�gOpm%j�o�gO q1r1g
o1o gO l%r1rvg�O l%q[sug�O l?j�oGg�O i1i%itgO i!q1lvgO i%g%ntgOws!m1j}g�O r1l?s}gO r%n%l�gOpm1s!l
o@j gO l%i%qtg�O l[sMncg�O l?m1s]g�O l1n%rtgO l%g%lvgO i?sMrtgO i%n1r�g�Ops!l1j�gOws@q?j�gO r%i1l
o7n gO l%l1nvg�O l1i?sug�O l[sMivg�O l1r%rtgO l!q1lvgO l1j!rtgO i%l1i�g�O i1r!q~gO i1j%m�gOwsMi�o
oAq gO l%l[s]g�O l1l!qvg�O l1l%gvg�O l1i%ntgO l?sMnvgO l1m!ltgO l!q?g�g�O l�o@s}gO i%i%i�gO i1m!q
o@m gO l%l1lvg�O l1l%icg�O l1l1mcg�O l1l1jvgO l%i%rvgO l?sMitgO l%r[s�g�O l?m�o�gO l%n1j�gO l%g[s
o7r o%O g%g1gvg�O l1l%lcg�O l1l%ivg�O l1l%rtgO l%l%nvgO l%i%ltgO l%i?j}g�O l[sMn�gO l%r%g�gO l!q1q
oMs o%O g%g1gxo1O g1g%gcg�O l1l%lvg�O l1l%itgO l%l?s]gO l%l1mvgO l%l�o�g�O l1i%r�gO l?sMi�gO l%r1i
o7i o%O g%g1gxo1O g1g%g�o1O g1g%gvg�O l1l%ltgO l%l%lvgO l%l%itgO l%l1r�g�O l1l%n�gO l%i%i�gO l%i?j
o7l o%O g%g1gxo1O g1g%g�o1O g1g%gxo1O g1g%gtgO l%l%lvgO l%l%ltgO l%l1i�g�O l1l?s}gO l%l!q~gO l%l�o
j%g o%O g%g1gxo1O g1g%g�o1O g1g%gxo1O g1g%gyo%O g%g%gxo%O g%g%gtgO l%l1l�g�O l1l%i�gO l%l?s}gO l%l?m
jo o%O g%g1gxo1O g1g%g�o1O g1g%gxo1O g1g%gyo%O g%g%gxo%O g%g%gyo%O g%g1g�g�O l1l%l�gO l%l%l�gO l%l1i
j1j o%O g%g1gxo1O g1g%g�o1O g1g%gxo1O g1g%gyo%O g%g%gxo%O g%g%gyo%O g%g1g�o1O g1g%g�gO l%l%l�gO l%l1l
j%n o%O g%g1gxo1O g1g%g�o1O g1g%gxo1O g1g%gyo%O g%g%gxo%O g%g%gyo%O g%g1g�o1O g1g%g�o%O g%g%g�o%O g%g1g

j



Table N
Aire sous la courbe normale à gauche de
z, c’est à dire P [Z ≤ z], où Z ∼ N(0; 1).

z

P [Z ≤ z]

0

.00 .01 .02 .03 .04 .05 .06 .07 .08 .09
.00 .5000 .5040 .5080 .5120 .5160 .5199 .5239 .5279 .5319 .5359
.10 .5398 .5438 .5478 .5517 .5557 .5596 .5636 .5675 .5714 .5753
.20 .5793 .5832 .5871 .5910 .5948 .5987 .6026 .6064 .6103 .6141
.30 .6179 .6217 .6255 .6293 .6331 .6368 .6406 .6443 .6480 .6517
.40 .6554 .6591 .6628 .6664 .6700 .6736 .6772 .6808 .6844 .6879
.50 .6915 .6950 .6985 .7019 .7054 .7088 .7123 .7157 .7190 .7224
.60 .7257 .7291 .7324 .7357 .7389 .7422 .7454 .7486 .7517 .7549
.70 .7580 .7611 .7642 .7673 .7704 .7734 .7764 .7794 .7823 .7852
.80 .7881 .7910 .7939 .7967 .7995 .8023 .8051 .8078 .8106 .8133
.90 .8159 .8186 .8212 .8238 .8264 .8289 .8315 .8340 .8365 .8389
1.0 .8413 .8438 .8461 .8485 .8508 .8531 .8554 .8577 .8599 .8621
1.1 .8643 .8665 .8686 .8708 .8729 .8749 .8770 .8790 .8810 .8830
1.2 .8849 .8869 .8888 .8907 .8925 .8944 .8962 .8980 .8997 .9015
1.3 .9032 .9049 .9066 .9082 .9099 .9115 .9131 .9147 .9162 .9177
1.4 .9192 .9207 .9222 .9236 .9251 .9265 .9279 .9292 .9306 .9319
1.5 .9332 .9345 .9357 .9370 .9382 .9394 .9406 .9418 .9429 .9441
1.6 .9452 .9463 .9474 .9484 .9495 .9505 .9515 .9525 .9535 .9545
1.7 .9554 .9564 .9573 .9582 .9591 .9599 .9608 .9616 .9625 .9633
1.8 .9641 .9649 .9656 .9664 .9671 .9678 .9686 .9693 .9699 .9706
1.9 .9713 .9719 .9726 .9732 .9738 .9744 .9750 .9756 .9761 .9767
2.0 .9772 .9778 .9783 .9788 .9793 .9798 .9803 .9808 .9812 .9817
2.1 .9821 .9826 .9830 .9834 .9838 .9842 .9846 .9850 .9854 .9857
2.2 .9861 .9864 .9868 .9871 .9875 .9878 .9881 .9884 .9887 .9890
2.3 .9893 .9896 .9898 .9901 .9904 .9906 .9909 .9911 .9913 .9916
2.4 .9918 .9920 .9922 .9925 .9927 .9929 .9931 .9932 .9934 .9936
2.5 .9938 .9940 .9941 .9943 .9945 .9946 .9948 .9949 .9951 .9952
2.6 .9953 .9955 .9956 .9957 .9959 .9960 .9961 .9962 .9963 .9964
2.7 .9965 .9966 .9967 .9968 .9969 .9970 .9971 .9972 .9973 .9974
2.8 .9974 .9975 .9976 .9977 .9977 .9978 .9979 .9979 .9980 .9981
2.9 .9981 .9982 .9982 .9983 .9984 .9984 .9985 .9985 .9986 .9986
3.0 .9987 .9987 .9987 .9988 .9988 .9989 .9989 .9989 .9990 .9990
3.1 .9990 .9991 .9991 .9991 .9992 .9992 .9992 .9992 .9993 .9993
3.2 .9993 .9993 .9994 .9994 .9994 .9994 .9994 .9995 .9995 .9995
3.3 .9995 .9995 .9995 .9996 .9996 .9996 .9996 .9996 .9996 .9997
3.4 .9997 .9997 .9997 .9997 .9997 .9997 .9997 .9997 .9997 .9998

.00 .01 .02 .03 .04 .05 .06 .07 .08 .09
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Tableau C
Percentiles de la distribu-
tion du χ2. Valeurs de χ2

P

correspondant à P
χ2

p

dl χ2
0.005 χ2

0.01 χ2
0.025 χ2

0.05 χ2
0.1 χ2

0.9 χ2
0.95 χ2

0.975 χ2
0.99 χ2

0.995

1 .0000 .0002 .0010 .0039 .0158 2.706 3.841 5.024 6.635 7.879
2 .0100 .0201 .0506 .1026 .2107 4.605 5.991 7.378 9.210 10.60
3 .0717 .1148 .2158 .3518 .5844 6.251 7.815 9.348 11.34 12.84
4 .2070 .2971 .4844 .7107 1.064 7.779 9.488 11.14 13.28 14.86
5 .4117 .5543 .8312 1.145 1.610 9.236 11.07 12.83 15.09 16.75
6 .6757 .8721 1.237 1.635 2.204 10.64 12.59 14.45 16.81 18.55
7 .9893 1.239 1.690 2.167 2.833 12.02 14.07 16.01 18.48 20.28
8 1.344 1.646 2.180 2.733 3.490 13.36 15.51 17.53 20.09 21.95
9 1.735 2.088 2.700 3.325 4.168 14.68 16.92 19.02 21.67 23.59
10 2.156 2.558 3.247 3.940 4.865 15.99 18.31 20.48 23.21 25.19
11 2.603 3.053 3.816 4.575 5.578 17.28 19.68 21.92 24.72 26.76
12 3.074 3.571 4.404 5.226 6.304 18.55 21.03 23.34 26.22 28.30
13 3.565 4.107 5.009 5.892 7.042 19.81 22.36 24.74 27.69 29.82
14 4.075 4.660 5.629 6.571 7.790 21.06 23.68 26.12 29.14 31.32
15 4.601 5.229 6.262 7.261 8.547 22.31 25.00 27.49 30.58 32.80
16 5.142 5.812 6.908 7.962 9.312 23.54 26.30 28.85 32.00 34.27
17 5.697 6.408 7.564 8.672 10.09 24.77 27.59 30.19 33.41 35.72
18 6.265 7.015 8.231 9.390 10.86 25.99 28.87 31.53 34.81 37.16
19 6.844 7.633 8.907 10.12 11.65 27.20 30.14 32.85 36.19 38.58
20 7.434 8.260 9.591 10.85 12.44 28.41 31.41 34.17 37.57 40.00
22 8.643 9.542 10.98 12.34 14.04 30.81 33.92 36.78 40.29 42.80
24 9.886 10.86 12.40 13.85 15.66 33.20 36.42 39.36 42.98 45.56
26 11.16 12.20 13.84 15.38 17.29 35.56 38.89 41.92 45.64 48.29
28 12.46 13.56 15.31 16.93 18.94 37.92 41.34 44.46 48.28 50.99
30 13.79 14.95 16.79 18.49 20.60 40.26 43.77 46.98 50.89 53.67
35 17.19 18.51 20.57 22.47 24.80 46.06 49.80 53.20 57.34 60.27
40 20.71 22.16 24.43 26.51 29.05 51.81 55.76 59.34 63.69 66.77
45 24.31 25.90 28.37 30.61 33.35 57.51 61.66 65.41 69.96 73.17
50 27.99 29.71 32.36 34.76 37.69 63.17 67.50 71.42 76.15 79.49
60 35.53 37.48 40.48 43.19 46.46 74.40 79.08 83.30 88.38 91.95
70 43.28 45.44 48.76 51.74 55.33 85.53 90.53 95.02 100.4 104.2
80 51.17 53.54 57.15 60.39 64.28 96.58 101.9 106.6 112.3 116.3
90 59.20 61.75 65.65 69.13 73.29 107.6 113.1 118.1 124.1 128.3
100 67.33 70.06 74.22 77.93 82.36 118.5 124.3 129.6 135.8 140.2
120 83.85 86.92 91.57 95.70 100.6 140.2 146.6 152.2 159.0 163.6
dl χ2

0.005 χ2
0.01 χ2

0.025 χ2
0.05 χ2

0.1 χ2
0.9 χ2

0.95 χ2
0.975 χ2

0.99 χ2
0.995
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Table de la loi de Student

α 0.900 0.950 0.975 0.990 0.995
1 3.0777 6.3138 12.7062 31.8205 63.6567
2 1.8856 2.9200 4.3027 6.9646 9.9248
3 1.6377 2.3534 3.1824 4.5407 5.8409
4 1.5332 2.1318 2.7764 3.7469 4.6041
5 1.4759 2.0150 2.5706 3.3649 4.0321
6 1.4398 1.9432 2.4469 3.1427 3.7074
7 1.4149 1.8946 2.3646 2.9980 3.4995
8 1.3968 1.8595 2.3060 2.8965 3.3554
9 1.3830 1.8331 2.2622 2.8214 3.2498

10 1.3722 1.8125 2.2281 2.7638 3.1693
11 1.3634 1.7959 2.2010 2.7181 3.1058
12 1.3562 1.7823 2.1788 2.6810 3.0545
13 1.3502 1.7709 2.1604 2.6503 3.0123
14 1.3450 1.7613 2.1448 2.6245 2.9768
15 1.3406 1.7531 2.1314 2.6025 2.9467
16 1.3368 1.7459 2.1199 2.5835 2.9208
17 1.3334 1.7396 2.1098 2.5669 2.8982
18 1.3304 1.7341 2.1009 2.5524 2.8784
19 1.3277 1.7291 2.0930 2.5395 2.8609
20 1.3253 1.7247 2.0860 2.5280 2.8453
21 1.3232 1.7207 2.0796 2.5176 2.8314
22 1.3212 1.7171 2.0739 2.5083 2.8188
23 1.3195 1.7139 2.0687 2.4999 2.8073
24 1.3178 1.7109 2.0639 2.4922 2.7969
25 1.3163 1.7081 2.0595 2.4851 2.7874
26 1.3150 1.7056 2.0555 2.4786 2.7787
27 1.3137 1.7033 2.0518 2.4727 2.7707
28 1.3125 1.7011 2.0484 2.4671 2.7633
29 1.3114 1.6991 2.0452 2.4620 2.7564
30 1.3104 1.6973 2.0423 2.4573 2.7500

1



Tableau F3 Percentiles de la distribution F.975(n1, n2)

n2 \ n1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 15 20 24 30 40 60 120 ∞
1 647.8 799.5 864.2 899.6 921.8 937.1 948.2 956.7 963.3 968.6 976.7 984.9 993.1 997.2 1001 1006 1010 1014 1018
2 38.51 39.00 39.17 39.25 39.30 39.33 39.36 39.37 39.39 39.40 39.41 39.43 39.45 39.46 39.46 39.47 39.48 39.49 39.50
3 17.44 16.04 15.44 15.10 14.88 14.73 14.62 14.54 14.47 14.42 14.34 14.25 14.17 14.12 14.08 14.04 13.99 13.95 13.90
4 12.22 10.65 9.98 9.60 9.36 9.20 9.07 8.98 8.90 8.84 8.75 8.66 8.56 8.51 8.46 8.41 8.36 8.31 8.26
5 10.01 8.43 7.76 7.39 7.15 6.98 6.85 6.76 6.68 6.62 6.52 6.43 6.33 6.28 6.23 6.18 6.12 6.07 6.02
6 8.81 7.26 6.60 6.23 5.99 5.82 5.70 5.60 5.52 5.46 5.37 5.27 5.17 5.12 5.07 5.01 4.96 4.90 4.85
7 8.07 6.54 5.89 5.52 5.29 5.12 4.99 4.90 4.82 4.76 4.67 4.57 4.47 4.41 4.36 4.31 4.25 4.20 4.14
8 7.57 6.06 5.42 5.05 4.82 4.65 4.53 4.43 4.36 4.30 4.20 4.10 4.00 3.95 3.89 3.84 3.78 3.73 3.67
9 7.21 5.71 5.08 4.72 4.48 4.32 4.20 4.10 4.03 3.96 3.87 3.77 3.67 3.61 3.56 3.51 3.45 3.39 3.33
10 6.94 5.46 4.83 4.47 4.24 4.07 3.95 3.85 3.78 3.72 3.62 3.52 3.42 3.37 3.31 3.26 3.20 3.14 3.08
11 6.72 5.26 4.63 4.28 4.04 3.88 3.76 3.66 3.59 3.53 3.43 3.33 3.23 3.17 3.12 3.06 3.00 2.94 2.88
12 6.55 5.10 4.47 4.12 3.89 3.73 3.61 3.51 3.44 3.37 3.28 3.18 3.07 3.02 2.96 2.91 2.85 2.79 2.72
13 6.41 4.97 4.35 4.00 3.77 3.60 3.48 3.39 3.31 3.25 3.15 3.05 2.95 2.89 2.84 2.78 2.72 2.66 2.60
14 6.30 4.86 4.24 3.89 3.66 3.50 3.38 3.29 3.21 3.15 3.05 2.95 2.84 2.79 2.73 2.67 2.61 2.55 2.49
15 6.20 4.77 4.15 3.80 3.58 3.41 3.29 3.20 3.12 3.06 2.96 2.86 2.76 2.70 2.64 2.59 2.52 2.46 2.40
16 6.12 4.69 4.08 3.73 3.50 3.34 3.22 3.12 3.05 2.99 2.89 2.79 2.68 2.63 2.57 2.51 2.45 2.38 2.32
17 6.04 4.62 4.01 3.66 3.44 3.28 3.16 3.06 2.98 2.92 2.82 2.72 2.62 2.56 2.50 2.44 2.38 2.32 2.25
18 5.98 4.56 3.95 3.61 3.38 3.22 3.10 3.01 2.93 2.87 2.77 2.67 2.56 2.50 2.44 2.38 2.32 2.26 2.19
19 5.92 4.51 3.90 3.56 3.33 3.17 3.05 2.96 2.88 2.82 2.72 2.62 2.51 2.45 2.39 2.33 2.27 2.20 2.13
20 5.87 4.46 3.86 3.51 3.29 3.13 3.01 2.91 2.84 2.77 2.68 2.57 2.46 2.41 2.35 2.29 2.22 2.16 2.09
21 5.83 4.42 3.82 3.48 3.25 3.09 2.97 2.87 2.80 2.73 2.64 2.53 2.42 2.37 2.31 2.25 2.18 2.11 2.04
22 5.79 4.38 3.78 3.44 3.22 3.05 2.93 2.84 2.76 2.70 2.60 2.50 2.39 2.33 2.27 2.21 2.14 2.08 2.00
23 5.75 4.35 3.75 3.41 3.18 3.02 2.90 2.81 2.73 2.67 2.57 2.47 2.36 2.30 2.24 2.18 2.11 2.04 1.97
24 5.72 4.32 3.72 3.38 3.15 2.99 2.87 2.78 2.70 2.64 2.54 2.44 2.33 2.27 2.21 2.15 2.08 2.01 1.94
25 5.69 4.29 3.69 3.35 3.13 2.97 2.85 2.75 2.68 2.61 2.51 2.41 2.30 2.24 2.18 2.12 2.05 1.98 1.91
26 5.66 4.27 3.67 3.33 3.10 2.94 2.82 2.73 2.65 2.59 2.49 2.39 2.28 2.22 2.16 2.09 2.03 1.95 1.88
27 5.63 4.24 3.65 3.31 3.08 2.92 2.80 2.71 2.63 2.57 2.47 2.36 2.25 2.19 2.13 2.07 2.00 1.93 1.85
28 5.61 4.22 3.63 3.29 3.06 2.90 2.78 2.69 2.61 2.55 2.45 2.34 2.23 2.17 2.11 2.05 1.98 1.91 1.83
29 5.59 4.20 3.61 3.27 3.04 2.88 2.76 2.67 2.59 2.53 2.43 2.32 2.21 2.15 2.09 2.03 1.96 1.89 1.81
30 5.57 4.18 3.59 3.25 3.03 2.87 2.75 2.65 2.57 2.51 2.41 2.31 2.20 2.14 2.07 2.01 1.94 1.87 1.79
40 5.42 4.05 3.46 3.13 2.90 2.74 2.62 2.53 2.45 2.39 2.29 2.18 2.07 2.01 1.94 1.88 1.80 1.72 1.64
60 5.29 3.93 3.34 3.01 2.79 2.63 2.51 2.41 2.33 2.27 2.17 2.06 1.94 1.88 1.82 1.74 1.67 1.58 1.48
120 5.15 3.80 3.23 2.89 2.67 2.52 2.39 2.30 2.22 2.16 2.05 1.94 1.82 1.76 1.69 1.61 1.53 1.43 1.31
∞ 5.02 3.69 3.12 2.79 2.57 2.41 2.29 2.19 2.11 2.05 1.94 1.83 1.71 1.64 1.57 1.48 1.39 1.27 1.00
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Tableau F1 Percentiles de la distribution F.90(n1, n2)

n2 \ n1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 15 20 24 30 40 60 120 ∞
1 39.86 49.50 53.59 55.83 57.24 58.20 58.91 59.44 59.86 60.19 60.71 61.22 61.74 62.00 62.26 62.53 62.79 63.06 63.33
2 8.53 9.00 9.16 9.24 9.29 9.33 9.35 9.37 9.38 9.39 9.41 9.42 9.44 9.45 9.46 9.47 9.47 9.48 9.49
3 5.54 5.46 5.39 5.34 5.31 5.28 5.27 5.25 5.24 5.23 5.22 5.20 5.18 5.18 5.17 5.16 5.15 5.14 5.13
4 4.54 4.32 4.19 4.11 4.05 4.01 3.98 3.95 3.94 3.92 3.90 3.87 3.84 3.83 3.82 3.80 3.79 3.78 3.76
5 4.06 3.78 3.62 3.52 3.45 3.40 3.37 3.34 3.32 3.30 3.27 3.24 3.21 3.19 3.17 3.16 3.14 3.12 3.10
6 3.78 3.46 3.29 3.18 3.11 3.05 3.01 2.98 2.96 2.94 2.90 2.87 2.84 2.82 2.80 2.78 2.76 2.74 2.72
7 3.59 3.26 3.07 2.96 2.88 2.83 2.78 2.75 2.72 2.70 2.67 2.63 2.59 2.58 2.56 2.54 2.51 2.49 2.47
8 3.46 3.11 2.92 2.81 2.73 2.67 2.62 2.59 2.56 2.54 2.50 2.46 2.42 2.40 2.38 2.36 2.34 2.32 2.29
9 3.36 3.01 2.81 2.69 2.61 2.55 2.51 2.47 2.44 2.42 2.38 2.34 2.30 2.28 2.25 2.23 2.21 2.18 2.16
10 3.29 2.92 2.73 2.61 2.52 2.46 2.41 2.38 2.35 2.32 2.28 2.24 2.20 2.18 2.16 2.13 2.11 2.08 2.06
11 3.23 2.86 2.66 2.54 2.45 2.39 2.34 2.30 2.27 2.25 2.21 2.17 2.12 2.10 2.08 2.05 2.03 2.00 1.97
12 3.18 2.81 2.61 2.48 2.39 2.33 2.28 2.24 2.21 2.19 2.15 2.10 2.06 2.04 2.01 1.99 1.96 1.93 1.90
13 3.14 2.76 2.56 2.43 2.35 2.28 2.23 2.20 2.16 2.14 2.10 2.05 2.01 1.98 1.96 1.93 1.90 1.88 1.85
14 3.10 2.73 2.52 2.39 2.31 2.24 2.19 2.15 2.12 2.10 2.05 2.01 1.96 1.94 1.91 1.89 1.86 1.83 1.80
15 3.07 2.70 2.49 2.36 2.27 2.21 2.16 2.12 2.09 2.06 2.02 1.97 1.92 1.90 1.87 1.85 1.82 1.79 1.76
16 3.05 2.67 2.46 2.33 2.24 2.18 2.13 2.09 2.06 2.03 1.99 1.94 1.89 1.87 1.84 1.81 1.78 1.75 1.72
17 3.03 2.64 2.44 2.31 2.22 2.15 2.10 2.06 2.03 2.00 1.96 1.91 1.86 1.84 1.81 1.78 1.75 1.72 1.69
18 3.01 2.62 2.42 2.29 2.20 2.13 2.08 2.04 2.00 1.98 1.93 1.89 1.84 1.81 1.78 1.75 1.72 1.69 1.66
19 2.99 2.61 2.40 2.27 2.18 2.11 2.06 2.02 1.98 1.96 1.91 1.86 1.81 1.79 1.76 1.73 1.70 1.67 1.63
20 2.97 2.59 2.38 2.25 2.16 2.09 2.04 2.00 1.96 1.94 1.89 1.84 1.79 1.77 1.74 1.71 1.68 1.64 1.61
21 2.96 2.57 2.36 2.23 2.14 2.08 2.02 1.98 1.95 1.92 1.87 1.83 1.78 1.75 1.72 1.69 1.66 1.62 1.59
22 2.95 2.56 2.35 2.22 2.13 2.06 2.01 1.97 1.93 1.90 1.86 1.81 1.76 1.73 1.70 1.67 1.64 1.60 1.57
23 2.94 2.55 2.34 2.21 2.11 2.05 1.99 1.95 1.92 1.89 1.84 1.80 1.74 1.72 1.69 1.66 1.62 1.59 1.55
24 2.93 2.54 2.33 2.19 2.10 2.04 1.98 1.94 1.91 1.88 1.83 1.78 1.73 1.70 1.67 1.64 1.61 1.57 1.53
25 2.92 2.53 2.32 2.18 2.09 2.02 1.97 1.93 1.89 1.87 1.82 1.77 1.72 1.69 1.66 1.63 1.59 1.56 1.52
26 2.91 2.52 2.31 2.17 2.08 2.01 1.96 1.92 1.88 1.86 1.81 1.76 1.71 1.68 1.65 1.61 1.58 1.54 1.50
27 2.90 2.51 2.30 2.17 2.07 2.00 1.95 1.91 1.87 1.85 1.80 1.75 1.70 1.67 1.64 1.60 1.57 1.53 1.49
28 2.89 2.50 2.29 2.16 2.06 2.00 1.94 1.90 1.87 1.84 1.79 1.74 1.69 1.66 1.63 1.59 1.56 1.52 1.48
29 2.89 2.50 2.28 2.15 2.06 1.99 1.93 1.89 1.86 1.83 1.78 1.73 1.68 1.65 1.62 1.58 1.55 1.51 1.47
30 2.88 2.49 2.28 2.14 2.05 1.98 1.93 1.88 1.85 1.82 1.77 1.72 1.67 1.64 1.61 1.57 1.54 1.50 1.46
40 2.84 2.44 2.23 2.09 2.00 1.93 1.87 1.83 1.79 1.76 1.71 1.66 1.61 1.57 1.54 1.51 1.47 1.42 1.38
60 2.79 2.39 2.18 2.04 1.95 1.87 1.82 1.77 1.74 1.71 1.66 1.60 1.54 1.51 1.48 1.44 1.40 1.35 1.29
120 2.75 2.35 2.13 1.99 1.90 1.82 1.77 1.72 1.68 1.65 1.60 1.55 1.48 1.45 1.41 1.37 1.32 1.26 1.19
∞ 2.71 2.30 2.08 1.94 1.85 1.77 1.72 1.67 1.63 1.60 1.55 1.49 1.42 1.38 1.34 1.30 1.24 1.17 1.00
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Tableau F2 Percentiles de la distribution F.95(n1, n2)

n2 \ n1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 15 20 24 30 40 60 120 ∞
1 161.4 199.5 215.7 224.6 230.2 234.0 236.8 238.9 240.5 241.9 243.9 245.9 248.0 249.1 250.1 251.1 252.2 253.3 254.3
2 18.51 19.00 19.16 19.25 19.30 19.33 19.35 19.37 19.38 19.40 19.41 19.43 19.45 19.45 19.46 19.47 19.48 19.49 19.50
3 10.13 9.55 9.28 9.12 9.01 8.94 8.89 8.85 8.81 8.79 8.74 8.70 8.66 8.64 8.62 8.59 8.57 8.55 8.53
4 7.71 6.94 6.59 6.39 6.26 6.16 6.09 6.04 6.00 5.96 5.91 5.86 5.80 5.77 5.75 5.72 5.69 5.66 5.63
5 6.61 5.79 5.41 5.19 5.05 4.95 4.88 4.82 4.77 4.74 4.68 4.62 4.56 4.53 4.50 4.46 4.43 4.40 4.37
6 5.99 5.14 4.76 4.53 4.39 4.28 4.21 4.15 4.10 4.06 4.00 3.94 3.87 3.84 3.81 3.77 3.74 3.70 3.67
7 5.59 4.74 4.35 4.12 3.97 3.87 3.79 3.73 3.68 3.64 3.57 3.51 3.44 3.41 3.38 3.34 3.30 3.27 3.23
8 5.32 4.46 4.07 3.84 3.69 3.58 3.50 3.44 3.39 3.35 3.28 3.22 3.15 3.12 3.08 3.04 3.01 2.97 2.93
9 5.12 4.26 3.86 3.63 3.48 3.37 3.29 3.23 3.18 3.14 3.07 3.01 2.94 2.90 2.86 2.83 2.79 2.75 2.71
10 4.96 4.10 3.71 3.48 3.33 3.22 3.14 3.07 3.02 2.98 2.91 2.85 2.77 2.74 2.70 2.66 2.62 2.58 2.54
11 4.84 3.98 3.59 3.36 3.20 3.09 3.01 2.95 2.90 2.85 2.79 2.72 2.65 2.61 2.57 2.53 2.49 2.45 2.40
12 4.75 3.89 3.49 3.26 3.11 3.00 2.91 2.85 2.80 2.75 2.69 2.62 2.54 2.51 2.47 2.43 2.38 2.34 2.30
13 4.67 3.81 3.41 3.18 3.03 2.92 2.83 2.77 2.71 2.67 2.60 2.53 2.46 2.42 2.38 2.34 2.30 2.25 2.21
14 4.60 3.74 3.34 3.11 2.96 2.85 2.76 2.70 2.65 2.60 2.53 2.46 2.39 2.35 2.31 2.27 2.22 2.18 2.13
15 4.54 3.68 3.29 3.06 2.90 2.79 2.71 2.64 2.59 2.54 2.48 2.40 2.33 2.29 2.25 2.20 2.16 2.11 2.07
16 4.49 3.63 3.24 3.01 2.85 2.74 2.66 2.59 2.54 2.49 2.42 2.35 2.28 2.24 2.19 2.15 2.11 2.06 2.01
17 4.45 3.59 3.20 2.96 2.81 2.70 2.61 2.55 2.49 2.45 2.38 2.31 2.23 2.19 2.15 2.10 2.06 2.01 1.96
18 4.41 3.55 3.16 2.93 2.77 2.66 2.58 2.51 2.46 2.41 2.34 2.27 2.19 2.15 2.11 2.06 2.02 1.97 1.92
19 4.38 3.52 3.13 2.90 2.74 2.63 2.54 2.48 2.42 2.38 2.31 2.23 2.16 2.11 2.07 2.03 1.98 1.93 1.88
20 4.35 3.49 3.10 2.87 2.71 2.60 2.51 2.45 2.39 2.35 2.28 2.20 2.12 2.08 2.04 1.99 1.95 1.90 1.84
21 4.32 3.47 3.07 2.84 2.68 2.57 2.49 2.42 2.37 2.32 2.25 2.18 2.10 2.05 2.01 1.96 1.92 1.87 1.81
22 4.30 3.44 3.05 2.82 2.66 2.55 2.46 2.40 2.34 2.30 2.23 2.15 2.07 2.03 1.98 1.94 1.89 1.84 1.78
23 4.28 3.42 3.03 2.80 2.64 2.53 2.44 2.37 2.32 2.27 2.20 2.13 2.05 2.01 1.96 1.91 1.86 1.81 1.76
24 4.26 3.40 3.01 2.78 2.62 2.51 2.42 2.36 2.30 2.25 2.18 2.11 2.03 1.98 1.94 1.89 1.84 1.79 1.73
25 4.24 3.39 2.99 2.76 2.60 2.49 2.40 2.34 2.28 2.24 2.16 2.09 2.01 1.96 1.92 1.87 1.82 1.77 1.71
26 4.23 3.37 2.98 2.74 2.59 2.47 2.39 2.32 2.27 2.22 2.15 2.07 1.99 1.95 1.90 1.85 1.80 1.75 1.69
27 4.21 3.35 2.96 2.73 2.57 2.46 2.37 2.31 2.25 2.20 2.13 2.06 1.97 1.93 1.88 1.84 1.79 1.73 1.67
28 4.20 3.34 2.95 2.71 2.56 2.45 2.36 2.29 2.24 2.19 2.12 2.04 1.96 1.91 1.87 1.82 1.77 1.71 1.65
29 4.18 3.33 2.93 2.70 2.55 2.43 2.35 2.28 2.22 2.18 2.10 2.03 1.94 1.90 1.85 1.81 1.75 1.70 1.64
30 4.17 3.32 2.92 2.69 2.53 2.42 2.33 2.27 2.21 2.16 2.09 2.01 1.93 1.89 1.84 1.79 1.74 1.68 1.62
40 4.08 3.23 2.84 2.61 2.45 2.34 2.25 2.18 2.12 2.08 2.00 1.92 1.84 1.79 1.74 1.69 1.64 1.58 1.51
60 4.00 3.15 2.76 2.53 2.37 2.25 2.17 2.10 2.04 1.99 1.92 1.84 1.75 1.70 1.65 1.59 1.53 1.47 1.39
120 3.92 3.07 2.68 2.45 2.29 2.18 2.09 2.02 1.96 1.91 1.83 1.75 1.66 1.61 1.55 1.50 1.43 1.35 1.25
∞ 3.84 3.00 2.60 2.37 2.21 2.10 2.01 1.94 1.88 1.83 1.75 1.67 1.57 1.52 1.46 1.39 1.32 1.22 1.00
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